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1 Lineare Gleichungssysteme

Ein Lineares Gleichungssystem (LGS) ist in der Linearen Algebra eine Menge linearer
Gleichungen mit einer oder mehreren Unbekannten, die alle gleichzeitig erfiillt sein sollen.

1.1 Schreibweisen

Es gibt im Allgemeinen zwei Schreibweisen fiir Lineare Gleichunssysteme: explizite Form und
Matrixschreibweise.

1.1.1 Explizite Form
Die explizite Form kann als

1121 + 129 + - + ATy = b1

a21T1 + Q9929 + - - - + Aonly, — bg

(1.1)

Am1T1 + A2l + - -+ + ppZy = bn

dargestellt werden.

Beispiel 1.
r1+ 29 =0
e (1.2)
21‘1—3.%2 = 2.
1.1.2 Matrixschreibweise
Es gilt
Az =D, (1.3)
wobei
a1 A2 ... Qi
Q21  QA22 ... dgp
A= ,
Am1 Am2 ... Qmn
T
1)
z=1 .1, (1.4)
Tn
b1
by
b=1 .
b,
Beispiel 2.

=6 5) =)

Bemerkung. Wir sind in der Linearen Algebra an dieser letzte Schreibweise interessiert, um die
Losungen des LGS zu finden!
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1.2 Losungen finden: Gaussverfahren

1.2.1 Erlaubte Operationen

Die erlaubte Operationen sind:
e Vertauschen von Zeilen oder Spalten (I)

e Vielfaches einer Zeile/Spalte zu einer anderen Zeile/Spalte addieren (II)
1.2.2 Kochrezept

1. Bringe das LGS auf Dreiecksform (Zeilenstufenform, ZSF) mit den Operationen (I)
und (II)

2. Riickwartseinsetzen um die Losungen zu finden

3. Es gibt dann drei verschiedene Félle fiir die Losungsmenge:
e Eindeutige Losung
e Unendlich viele Lésungen
o Keine Losung

Beispiel 3. (Eindeutige Losung)

T — ZE2+2(E3 =0

—2.1’1 + I2—6$3 =0 (15)
1 —2x3 = 3.
Losung.
1 -1 2 0
A=1-2 1 —-6],b=10 (1.6)
10 -2 3
Wir schreiben
1 -1 210 1 -1 210 1 =1 210
—2 1 =60 If’f}’ 0 -1 —2/0 | 5 o -1 —2/0 (1.7)
1 -213 - 0 1 —413 0 0 —6/3
Jetzt, Riickwértseinsetzen liefert
1
xr3 = —7,
2
- 7 (1.8)
.T1:2
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Beispiel 4. (Unendlich viele Lisungen)

Axr = b,
1 21 0 (1.9)
A=12 5 4|,b=11 .
2 6 6 2
Losung. Wir schreiben
1 2 10 1 2 11]0 1 2 11]0
2 5 41 | 22500 1 201 | 22001 21 (1.10)
2. 6 6/2/) " \o 2 4|2 0000
Jetzt, wir miissen ein Parameter einfiihren: sei
x3 =t (1.11)
Mit Riickwértseinsetzen erhalten wir
$3:t7
ro =1—2t, (1.12)

1.2.3 Folgerungen

Definition 1. Der erste nichtverschwindende Term einer Zeile der in Zeilenstufenform gebrach-
ten Matrix heisst Pivot-Element.
Diese Elemente sind extrem niitzlich, weil wir sie als Bezug fiir das Gaussverfahren nehmen.

Bemerkung. Falls man 1 als Pivot wéhlt, sind die Rechnungen immer einfacher!

Beispiel 5.

(1.13)

0
0

OH[\')

NoRNO RN |

3
5
Definition 2. Eine iiber einem Pivot stehende Variable xj, heisst Pivot-Variable. Alle iibrigen

Variablen heissen freie Variablen oder freie Parameter.

Beispiel 6.

<—214), (1.14)

1 und x9 Pivot-Variablen, x5 freie Parameter

Definition 3. Ein LGS heisst homogen, falls b = | . | . Man nennt dann es ein HLGS.
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Definition 4. » = Rang = Anzahl nichtnullen Zeilen/Spalten der auf Zeilenstufenform ge-
brachtes Matrix.

Der Rang einer Matrix kann auch als die maximale Anzahl linear unabhéngige Zeilen/Spalten
der Matrix definiert werden (mehr dazu in den néchsten Kapiteln!).

Bemerkung. Der Rang ist eindeutig bestimmt und ist fiir Matrizen und nicht fiir LGS definiert.
Beispiel 7. Sei

1 2 3
A=10 4 5 (1.15)
0 06
Es gilt hier
Rang(A) =r=3 (1.16)
Definition 5. A™*"™ bedeutet dass A hat:
e m Zeilen
e n Spalten
Beispiel 8.
A=, A=) (1.17)
Definition 6. Fiir A™*" gilt immer 0 < r < m und, falls m = n:
e r = Anzahl Pivot-Variablen
e 1 —r = Anzahl freier Variablen
Definition 7.
* bl
0 ba
00 ... 0|bua (1.18)
00 ... 0/ :
00 0 0] b,
e falls b.,1 = ... = b,, =0, dann sagt man dass die Vertréglichkeitsbedingungen erfiillt

sind. Man sagt dass das LGS konsistent, also 16sbar, ist.

o falls irgendeiner b,,4,...,b,, # 0, dann sind die Vertraglichkeitsbedingungen nicht erfiillt
und das LGS ist unlosbar.

Beispiel 9. Gegeben sei das LGS Az = b,
1 2 3|7
0 4 5
00 09

hier es sollte gelten 0 - x3 = 9 , was nie der Fall ist. Das LGS ist unlosbar!

oo

(1.19)

9
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Theorem 1. Ein LGS hat mindestens eine Losung g.d.w. entweder:

er=m

e r < m Anzahl freie Variablen
Theorem 2. Ein LGS hat genau eine eindeutige Losung falls r = n = #Spalten.
Theorem 3. Ein LGS hat unendlich viele Losungen mit n—r freien Parametern, falls r < n.

Theorem 4.

0

0
e Ein HLGS ist immer konsistent und besitzt immer die triviale Losung x =

e Ein HLGS besitzt auch nichttriviale Losungen wenn r < n.

Theorem 5. Sei m = n. Ein LGS Ax = b ist genau dann fiir ein beliebiges b 16sbar, wenn das
zugehorige HLGS Ax = 0 nur die triviale Losung besitzt.

10
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1.2.4 Beispiele

Beispiel 10. (Dimensionsanalyse)

Es gilt:

Elektronendichte [n] = em™
Massendichte [p] = g - em™
Avogadro Zahl [N4] = mol ™!

molare Masse [M] = ¢g - mol™" |, und wir wissen dass n = p® - M® - N,°

Frage: Finden Sie die Koeffizienten a, b, c.

11
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Losung. Aus Gleichung em™ = (Z%5)* - (-4)" - (=1)¢ erhalten wir das LGS

mol
0 -1 —-1/0
1 1 010 (1.20)
0 0 1|1
Riickwirtseinsetzen fithrt zu a = 1,b = —1, ¢ = 1 und unsere Gleichung ist n = (%)

Bemerkung. Das wird zum Beispiel sehr niitzlich in der Vorlesung Fluiddynamik I sein!

12
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Beispiel 11. (Fallunterscheidung) Wir haben hier ein LGS:

T1 + axgta’rs =2
ary + ry +a’rs =2 (1.21)

a’ry + axs +x3 =2

Frage: Fiir welche Werte von a hat das LGS eine, keine, unendlich viele Losungen?

13



Gioele Zardini Lineare Algebra I/II FS 2017

Losung. Wir schreiben unser LGS in Matrixschreibweise und wir bringen es auf Zeilenstufen-
form:

1 a d*|2 , 1 a a? 2
a 1 a*|2 IZ:ZII 0 1—-a* d*(1—a)|2(l—a)
a> a 1|2 0 a(l—a?) 1—a* |2(1—a?
) (1.22)
1 a a 2
el g 1 — g2 a*(1—a) | 2(1 —a)
0 0 1—a® |2(1—a)

Jetzt miissen wir eine Fallunterscheidung fiir a durchfiihren:

10 02 2
ea=0,] 01 0|2 |, liefert z;1 = a9 =23 =2 also, z = | 2
0 0 1|2 2
e a#0
11 1(2
—a = 1, 0 0 0|0 |, wir miissen zwei freie Parametern einfithren: seien z3 =
0000
2—t—u
t, x9 = u, mittels Riickwértseinsetzen folgt x1 = 2 —t — u, also x = U ,
t
u,t € R
1 -1 1|2
—a = —1, 0 0 2[4 ], wir miissen nur einen freien Parameter einfiihren: sei
0 0 010
Tg = S.

Mittels Riickwirtseinsetzen folgt
r3=2, 11 =35 (1.23)

s
alsorxr=|s|,seR.

2

— a € R\{—1;1}, wir fithren Riickwértseinsetzen durch und finden:

B 2(1—a) _ 2
BT U —a)(@tatl) (@+atl)
o l-9-dl-ae 2 (1:24)
- a)(+a) (@ +a+1)
20 2
Ty =2—ary — a3 = .= (a2 4+a+1)

Bemerkung. Man sollte eine solche Prozedur immer anwenden: Sie dient dazu eine komplette
und klare Fallunterscheidung durchzufiihren, ohne wichtige Losungsteile zu vergessen!

14
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Beispiel 12. Gegeben ist:
—1 0 )
A=[4 4-8 —20 (1.25)

-1 8 —4 a+9
Frage:

1
e Fiir welche a,b € R liegt x = | —4 | in Bild(A)?
3

15
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Losung. Wir schreiben unsere LGS um:

1 0 5 |1 1 0 5 |1

4 4—-8 —20 | -4 | =L o0 4—80 0 |0

1 8—4 aq+9| 3 ) " 0 8—4 a+4|2
(1.26)

~1 0 5 |1

I g 4—8 0 |0

0 0 a+4|2

Wir haben gesehen, dass unseres LGS genau dann losbar ist, wenn die Vertraglichkeitsbedingungen
erfiillt sind. Das ist der Fall, wenn a + 4 # 0 und also a # —4.
Ist der Term 4 — 8b problematisch? Die Antwort lautet nein, da auch falls 4 — 8 = 0, die
Vertraglichkeitsbedingungen erfiillt bleiben! Die Antwort zur Teilaufgabe lautet also:

1
x=|—-4] €Bild(A) (1.27)
3
fir
a# —4 (1.28)

Anhand unserer Definitionen kénnen wir folgendes schliessen:
Rang(A) = 3 < 3 linear unab. Zeilen < In ZSF: 3 Nichtnullzeilen < a # —4 und b # %
Rang(A) = 2 < 3 — 2 =1 freie Parameter < In ZSF: eine Nullzeile < a = —4 oder b = 3

Rang(A) =1 < 3 — 1 = 2 freie Parametern < In ZSF: zwei Nullzeilen < a = —4 und b = %

16
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2 Matrizen

2.1 Definition

Definition 8. Sei A™*", dann schreiben wir das Element der Matrix, welches in der i-ten Zeile
und in der j-ten Spalte steht, als a;; oder (A);; .

Bemerkung. Falls alle Eintrage zweier Matrizen A,B iibereinstimmen, dann heissen die Matri-
zen gleich:

(A)ij = (B)ij Vi, j (2.1)

2.2 Spezielle Matrizen

Definition 9. Eine n x n-Matrix heisst quadratische Matrix.

Definition 10. Sei A™*", falls a;; = 0 fiir alle 7, j, dann heisst A die Nullmatrix. Die Null-
matrix wird normalerweise mit 0 bezeichnet.

Definition 11. Die quadratischen Matrizen R bzw. L heissen obere bzw. untere Dreiecks-
matrizen falls

i =0,Vi<j '
Beispiel 13.
100 6 7 8
L={6 70])],R=(0 9 2 (2.3)
31 4 00 3

Bemerkung. Falls eine Matrix gleichzeitig R und L ist, dann heisst sie Diagonalmatrix (D)

Beispiel 14.

100
D=10 2 0 (2.4)
0 0 3
Bemerkung. Falls d;; =1 fiir alle 4, j dann heisst sie die Einheitsmatrix (I,,)
Beispiel 15.
1 00
I,=10 10 (2.5)
0 01
Definition 12.
e Eine n x 1-Matrix heisst Spaltenvektor
e Eine 1 x n-Matrix heisst Zeilenvektor
Beispiel 16.
4
a=(5],b=(1 2 3) (2.6)
6

17
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2.3 Die Transponierte

Definition 13. Mit AT bezeichnen wir die Transponierte von A und es gilt:
(1) (ay)" = aji

(i) (Amxm)T = gnxm

(iii) Falls AT = A man nennt A symmetrisch
v)

(i

Beispiel 17. (Berechnung)

Falls AT = —A man nennt A antisymmetrisch

12 3\" 147
4 5 6] =12 5 8 (2.7)
789 3 6 9

Bemerkung. Transponieren kann als Spiegelung an der Diagonale verstanden werden.

Beispiel 18. (Symmetrie)
.

1 2 3 1 2 3
2 4 7| =124 7 (2.8)
3 7 10 3 7 10
2.4 Rechnen mit Matrizen
2.4.1 Addition (m xn+m xn=m X n)
Definition 14. Seien A und B zwei m x n-Matrizen, dann gilt
(a+b)ij = (a)i; + (b)ij- (2.9)

In anderen Worten werden Matrizen addiert indem man die entsprechende Elemente addiert.
(A + B) heisst dann Summe von A und B.

120\ (03 1) (15 1
(6 7 8)+(2 4 6)2(8 11 14) (2.10)

2.4.2 Multiplikation mit einem Skalar (a-m xn =m x n)

Beispiel 19.

Definition 15. Sei A eine m x n-Matrix, dann gilt

a-(a)y = (a-a); (2.11)

6 (51)) Z) = (168 ;i) (2.12)

Beispiel 20.

18
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2.4.3 Multiplikation(m X n-n x p=m X p)

Definition 16. Sei A eine m x n-Matrix und B eine n x p-Matrix , dann gilt

n

(a-b)iy =Y (@) - (b)iy. (2.13)

k=1

A - B heisst dann Produkt von A und B.
Um das besser zu verstehen schauen wir die Situation fiir den 2D Fall an:

ai; a2 bii b2\ (a1 -bin + a2 b a1 - big + arz - by
. = (2.14)
a1 Qg2 ba1 b2 A1 - b11 + Az - by a1 - b1z + aga - bao
Bemerkung. Falls wir ein Produkt m x n - o x p durchfithren miissen, miissen die Dimensionen

n und o iibereinstimmen! In anderen Worten muss die Anzahl Spalten der erste Matrix mit der
Anzahl Zeilen der zweite Matrix immer iibereinstimmen.

1 5
2 31 19 16
<—1 3 2)' 0 ; _<15 4) (2.15)

)6

Beispiel 21.

Beispiel 22.

Das existiert nicht!

2.4.4 Rechenregeln

2.4.4.1 Addition und Mutiplikation
(i) A+ B=B+A
(i) A+ B+ C=A+(B+C)
(A+B)-C=A-C+B-C

(iii

(v) a-(A+B)=a-A+a-B, a€R
(vi) a(B-A)=(a-p)-A, a,f€R

)
)
)
(iv) (A-B)-C=A-(B-C)
) @
)
(vii) Tm Allgemeinen gilt A-B# B - A

2.4.4.2 'Transponierte

19
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2.5 Die Inverse einer Matrix

Definition 17. Eine n x n-Matrix A heisst invertierbar (oder regulér, nicht singulér) falls

es eine Matrix B existiert, so dass
A-B=1, (2.17)

Die Matrix B ist dann die Inverse von A und man bezeichnet sie mit A~'. Falls A nicht
invertierbar ist, heisst sie singulér.

Bemerkung. A~! ist eindeutig bestimmt.

2.5.1 Berechnung der Inversen: Gauss-Jordan Algorithmus (Kochrezept)

(I) A und I,, nebeneinander schreiben:

(A) (1) (2.18)

(IT) Wir wollen links die Einheitsmatrix bekommen:

e ZSF links erreichen, mittels bekannter Operationen.
e durch Pivots teilen (um die gesuchte 1 auf den Diagonalen zu erhalten).

e Zeilen vertauschen.

Was sehr wichtig ist, ist dass alle durchgefiithrten Operationen miissen beidseitig ange-
wendet werden(links und rechts)!

(IIT) Am Ende erhalten wir

(L,)(A™) (2.19)
Beispiel 23. Berechnen sie A~
1 -3 0
A=-1 4 1 (2.20)
9 —4 1
Loésung.
1 =30\ /100
1 4 1|lo1 0
29 —4 1) \o 0 1
1 =3 0 1 00
EE I | 1 10
I \p 2 1) \=2 0 1
1 -3 0 1 0 0
EE N N R 1 1 0
0 0 -1/ \—4 —2 1
(2.21)
1 -3 0 1 0 0
EERELAG o B -3 -1 1
0 0 -1/ \—4 —2 1
10 0 8 -3 3
B g 1 0 3 -1 1
00 —1/) \—4 —2 1
oy {100\ /-8 =3 3
EDM g 1 o) (=3 =1 1 | =4
00 1 4 2 -1
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2.5.2 Rechnen mit Inversen

2.5.3 Folgerungen der Invertierbarkeit

A ist invertierbar A ist singular

Az = b is Vb losbar

Az — b hat genau eine Losung Az = b hat entweder keine oder unendlich viele Losungen

Az = 0 hat nur die triviale Losung Az = 0 hat unendlich viele Losungen

Rang(A) =n Rang(A) <n

Beispiel 24.

1 2 «
B=12 8 2 (2.22)
a 2a [?

Frage:
e Fiir welche «, 8 € R ist B singular?

Losung. B ist singuldr < B ist nicht invertierbar < Ax = 0 hat unendlich viele Losungen <
Rang(B) < n

Wir bringen B auf die ZSF:

1 2 « 1 2 « 1 2 «
2 B 2 ét:} 0 B—4 0 =0 -4 0 (2.23)
a 2a (32 0 0 p2-a? 0 0 (B-a- (B+a)

und wir beobachten Rang(B) < n = 3 genau dann wenn = 4 oder § = +«

e Berechnen Sie Rang(B) in Abhéngigkeit von «, 3.

Losung.
1, f=4unda==+p5=244
Rang(B) =<2, f==a,8#4oder f=4,a+# +f (2.24)
3, B#xa,f#4
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2.6 Orthogonale Matrizen
Definition 18. Eine n x n-Matrix A heisst orthogonal falls es gilt
AT-A=1, (2.25)
Theorem 6. Seien A, B € R"*" orthogonal, dann gilt:
(i) A ist invertierbar und A~! = AT
(ii) Das Produkt A - B ist auch orthogonal

(iii) Die Spalten- bzw. Zeilenvektoren sind normiert (Betrag = 1) und liegen senkrecht
(Skalarprodukt =0) aufeinander.

Beispiel 25. (Given’s Rotation)

Wir bezeichnen die Rotation um die x—Achse mit

1 0 0
R.(¢) = | 0 cos(¢p) —sin(¢) (2.26)
0 sin(¢) cos(¢p)

Um den Effekt der Anwendung dieser Matrix auf Vektoren zu verstehen, wahlen wir jetzt zwei
Vektoren:

1 0
a=(0],b= 1 (2.27)
0 0
Es gilt
aneu:Rx(gb) a
1 0 0 1
=10 cos(¢p) —sin(¢) 0
0 sin(¢) cos(¢) 0 (2.28)
1
=10
0
und
bneu:Rx(¢)b
1 0 0 0
= |0 cos(¢) —sin(¢p) 1
0 sin(¢) cos(¢) 0 (2.29)
0
— [ coste)
sin(0)

Bemerkung. Man sieht hier, dass a,., genau gleich a bleibt: wir haben eine Rotation um die
x—Achse betrachtet und a liegt schon auf der z—Achse, d.h. alles ist wie erwartet! Wir wollen
jetzt die Orthogonalitit von R, (¢) iiberpriifen, indem wir folgende Multiplikation durchfiihren:
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0 o) (2.30)
10

Also ist R,(¢) orthogonal.
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2.7 LR-Zerlegung

Motivation: LR-Zerlegung ist eine Alternative zur Berechnung der Losungen eines LGS und
ist sehr niitzlich wenn man Az = b fiir verschiedene b 16sen will.

Idee: Man schreibt fiir eine n x n Matrix A die Relation PA = LR, wo L und R Links-bzw.
Rechtsdreiecksmatrizen sind, und P die Permutationsmatrix ist.

2.7.1 Kochrezept
Es sei Ax = b gegeben

(I) Man schreibt I,, und A nebeneinander

(1) (A) (2.31)

(IT) Man wendet auf A Gauss an bis man die Zeilenstufenform erreicht hat, indem:

e Man wahlt die Koeffizienten mit den die Pivotzeilen multipliziert werden miissen
immer beziiglich der Operation Subtraktion, und nicht Summe!

Bemerkung. Also z.B. Il 4+ 2 - I geht nicht, man muss [T — (—2) - I schreiben und
rechnen!

e Falls man Zeilen- oder Spaltenvertauschungen durchfithren muss, macht man sie mit
I, mit.
(III) e Die in ZSF gebrachte Matrix ist schon R
e Die Matrix L ist wie folgt definiert:

(i) L hat Diagonalelemente 1
(ii) Links der Diagonalelementen stehen die Koeffizienten aus (II)
(iii) Die vertauschte I,, ist P

(IV) Man 1ost:

e Zuerst Lc = Pb mit Vorwirtseinsetzen und man findet ¢

e Dann Rxr = ¢ mit Riickwértseinsetzen und man findet x, die unsere Losungsmenge
ist.
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2.8 Beispiele
Beispiel 26. (Ohne Permutationen)

Gesucht ist die Losung von Ax = b mit

2 -1 -3 1
A=[6 1 —10|,0=10 (2.32)
—2 -7 8 2
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Loésung.

11-3-1

o O =

O = O

_ o O
[@p)

2 -1 =3\ . [100\ (2 -1 -3
1 —10| =0Tt 1 0l o 4 -1
00 1

2 -7 8 0 -8 5
(2.33)

100\ (2 -1 -3

M= g 1 o) (o 4 —1

001/ \o o 3

Die erhaltene Matrix ist R.
Falls wir jetzt die fiir den Gaussverfahren gewéhlte Koeffizienten betrachten, erhalten wir
1 0

L=13 1

0
0 (2.34)
1 -2 1

Da wir keine Zeilen-/Spaltenvertauschungen durchgefiihrt haben

P =

OO =
O = O

0
0 (2.35)
1

Wir 16sen jetzt Lec = Pb, und da P die Identitdtsmatrix ist, erhalten wir

1 0 0|1
3 1 010 (2.36)
-1 -2 112
Mittels Vorwartseinsetzen erhalten wir
cp=1,¢0 =—-3,¢c53 = —3. (2.37)
Also
1
c=|-3 (2.38)
-3
Wir 16sen jetzt Rz = ¢, und erhalten
2 -1 —-3| 1
0 4 —-1|-3 (2.39)
0 O 3 | -3

Mittels Riickwértseinsetzen erhalten wir die allgemeine Losung

3
I = —§,ZE2 = —]_,1133 = —1. (240)

Also

z=|-1]. (2.41)
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Beispiel 27. (Mit Permutationen)

Finde L, R, P so dass LR = PB fiir

0 1 -3
B=|-3 7 6 (2.42)
-3 -2 -2
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Loésung.
1 00 0o 1 =3
010 -3 7 6
001 -3 -2 =2
010 -3 7 6
11t oo0)lo 1 -3
0 01 -3 -2 =2
(2.43)
010 -3 7 6
1 o0)lo 1 -3
o0 1) \o -9 -8
o1 010 -3 7 6
M=y g o) [0 1 -3
001 0 0 =35
Die erhaltene Matrix ist R. Mit den Koeffizienten und den Vertauschungen erhalten wir
1 0 0 010
L=|0 1 0],P=|100 (2.44)
1 -9 1 00 1
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Beispiel 28. Sei

2 1 -1 2
4 7 -3 9
A=l o X (2.45)

-2 —11 3—-6a —6+5ba
Frage: Berechnen Sie die LR-Zerlegung von A
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Loésung.
1 0 00 2 1 —1 2
0100 4 7 -3 9
0 010 6 8 —1 9
0 001 -2 —11 3—6a —6-+5a
1 0 00 2 1 -1 2
-3 av+r |0 1 0 0 0 b5 -1 5
I1-2.1 0010 0 5 2 3
00 01 0 —10 2—6a —4+ba
(2.46)
1 0 00 21 -1 2
w—=21 10 1 0 O 05 -1 5)
IIr-I 0010 00 3 —2
0 0 01 0 0 —6a 6+ ba
1 0 00 2 1 —1 2
Iv—(-2a1 |0 1 0 0 05 —1 )
0010 00 3 -2
0 0 01 00 0 6+4+a

Die erhaltene Matrix ist R. Wir lesen aus den Operationen die Koeffizienten von L ab und
erhalten

1 0 0 0
2 1 0 0

L=|3 1 1 o (2.47)
-1 -2 —2a 1

Da wir keine Permutationen durchgefiihrt haben, ist die Permutationsmatrix 1,.
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3 Determinanten

Definition 19. Die Determinante ordnet jeder n x n-Matrix A eine Zahl zu. Man benutzt
die Notation det(A) oder |A|.

3.1 Berechnung

3.1.1 Berechnungsfille

Bemerkung. Fiir 1 x 1, 2 x 2, 3 x 3 Matrizen gibt es einfache bestimmte Regeln um det(A)
zu berechnen. Fiir die Berechnung fiir n x n Matrizen im Allgemeinen, gibt es eine allgemeine
Methode. Alle diese Verfahren sind mittels diese Fallunterscheidung beschrieben:

o n=1,
A= (a) (3.1)
und
det(A) = a (3.2)
Beispiel 29.
det(35) = 35 (3.3)
o n=2
A= (o ? (3.4)
~\c d '
und
det(A) =a-d—1b-c (3.5)
Beispiel 30.
31
=) -
und
det(A)=3-2—-1-7T=-1 (3.7)
o n =23

11 a1z 413
A= 921 Q922 Q923 (38)
31 Aazz a3ss

und

det(A) =7 (3.9)

Regel von Sarrus: Man schreibt neben |A| die ersten zwei Spalten von A und man beachte
dass

det(A) = X(Produkte in Hauptdiagonalrichtung — Produkte in Nebendiagonalrichtung)
(3.10)

namlich

det(A) = (ai1-a22-a33+a12-A23-A31+A13-A21-A32) — (A31-A22-A13+A32-A23-A11+A33-A21-A12) (3.11)
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Beispiel 31.

0 2 3
A=14 5 6 (3.12)
7 8 9
und
det(A)=(0-5-94+2-6-7+3-4-8) —(7-5-34+8-6-0+9-4-2)
=84+ 96 — 105 — 72 (3.13)
= 3.
e 1 beliebig,
tar Ta Tas ... an,
Tay; Tax Tax ... agy,
A= | Tan Tap Taz ... as, (3.14)
Ap1  Qp2  AN3 ... Qpp
und .
det(A) =Y (=DM - ayy - det(Ap) (3.15)
k=1

Da diese Formel gar nicht offensichtlich ist, fithren wir hier ein Kochrezept ein, das uns das
Leben sehr vereinfacht:

Kochrezept:

(I) Suche die Spalte/Zeile mit den meisten Nullen aus, fange mit dem ersten Element an und
streiche Zeile und Spalte des Elements

(II) Berechne die Determinante der Untermatrix die durch das streichen entsteht: falls die
Matrix noch zu gross ist und man nicht die oben genannte Formeln benutzen kann,
Schritt (I) wiederholen

(III) Multipliziere diese Determinante mit dem Element und dem Vorzeichen (siehe Index links
oben in der allgemeinen Matrix)

(IV) Addiere alle Ergebnisse fiir alle Elemente der Spalte/Zeile
Beispiel 32. Sei

A= (3.16)

- o

2
5
8

_ oo O O
O O W

000

Um die Determinante zu berechnen, folgen wir dem oben definierten Kochrezept:
Wir wahlen die letzte Zeile, die 3 Nullelemente entdhlt, und setzen die Vorzeichen-Indices ein

0 0 2 3
0 4 5 6

A=10o 7 % o (3.17)
-1 +0 —0 +0
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also nach Kochrezept es gilt:

0

0 2 g 2 023

det =—(1)-det {4 5 6] =-3 (3.18)
0O 7 8 9 78 9
-1 f0 0 0

wo wir die schon berechnete Determinante benutzt haben.

3.1.2 Eigenschaften der Berechnung

Fiir die Berechnung der Determinante einer Matrix stehen uns viele Eigenschaften zur verfiigung,
die die Berechnung vereinfachen kénnen, ndmlich

(1) Vertauscht man zwei Zeilen von A, so wechselt die Determinante das Vorzeichen

(2) Addiert man ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen, so éndert sich die Determinante
nicht

(3)

a1l 12 a3 e Q1n aix a2 a3 ... Qip
Qa-Aa21 Q-U29 O-Q23 Q-... O-Qaop o1 Q22 A23 ... Qop
det asy as2 ass ce Qasn =qa-det | @31 as2 asz ... 0asp
Ant A2 an3 . Ann Ap1 Qpo AN3 ... Gup
(3.19)

In Worten: Multipliziert ein Koeffizient alle Elemente einer Zeile, kann man den Koeffizi-
ent rausziehen.

4) Die Determinante einer Matrix mit zwei gleichen Zeilen ist 0

(4)
(5) Die Determinante einer Matrix mit einer Nullzeile ist 0
(6) det(a- A) =™ - det(A) fiir A"

(7)

7) Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist das Produkt der Diagonalelemente
Bemerkung. Alle diese Eigenschaften gelten auch fiir Spalten!

Beispiel 33. Sei

1 1 1 1
1 -1 1 -1

A= 5 4 3 (3.20)
1 -2 4 -8

Wir haben hier keine Nullen Elemente und deshalb ist diese Form nicht giinstig fiir die Berech-
nung. Wir benutzen also Eigenschaft (2) und wenden Gauss an:

1 1 1 1 1 1 1 1

1 -1 1 —1 -1 0 -2 0 -2

1 2 4 8 m-raov-r |0 1 3 7 (3.21)
1 -2 4 -8 0 -3 3 -9
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Jetzt haben wir einen giinstigeren Zustand erreicht, weil die erste Spalte 3 Nullelemente enthélt!
Wir setzen also die Vorzeichen-Indices ein und erhalten

1.1 1 1

0 -2 0 -2
0 1 3 7 (3.22)

0 -3 3 -9

Es gilt also nach Kochrezept

-2 0 =2 11 1 1 1 1 1
det(A)=(1)det [ 1 3 7 |—=0)det| 1 3 7 |+(0)det|—-2 0 —2|—(0)-det [ —2
-3 3 -9 -3 3 -9 -3 3 -9 1
(3.23)

Wir sehen leicht, dass die letzte drei Terme verschwinden.
Wir kénnten jetzt mit der Regel von Sarrus weiterrechnen aber um die neue Methode zu iiben,
benutzen wir nochmals das Kochrezept, indem wir die erste Zeilen wegen ihrer Null, wahlen

t_2 -0 t-2

det _13 g _79 = (=2) - det <§ _79>—(0)'det (_13 _79>+(_2)'det <—13 g)

= 2. (=27=21)—2-(3—(=9)) =72

(3.24)
Beispiel 34. Sei
2 1 1
3 3
A=121 % (3.25)
2.3 2
Man sieht leicht dass man einen Faktor % rausziehen kann, dann gilt
det(A) = det(a - B) (3.26)
mit
1 2 31
azg,B: 5 3 7 (3.27)
2 96
Also mit Eigenschaft (6) erhélt man
det(a - B) = a" - det(B) (3.28)
mit n = 3 da B eine 3x3 Matrix ist. Mit der Regel von Sarrus erhalten wir
1\ 3 2 31
det(A) = (3) ~det |5 3 7
2 96
_ ! [(36 + 42 + 45) — (6 + 126 + 90)] = ! (—99) (3:29)
ST ST
1
-3
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3.1.3 Rechenregeln

Es gibt weitere Regeln die unsere Berechnungen vereinfachen kénnen, ndmlich
(a) det(A) = det(AT)
(b) det(A- B) = det(A) - det(B)
(C) det(A_l) = m

Bemerkung. Falls A invertierbar ist, gilt det(A) # 0

A B

(d) Falls M = (O c

) und A B,C Untermatrizen sind, dann gilt

det(M) = det(A) - det(C) (3.30)

Bemerkung. A™*™ B™*"™ oder B™*"™, C™*™

3.1.4 Beispiele

Beispiel 35. Seien

1 48 315
A=[3 46|, B=[4 01 (3.31)
2 11 2 26
dann gilt mit Regel (b)
det(A - B) = det(A) - det(B) (3.32)
und mit Sarrus
det(A) = (4+48+24) — (64+ 6+ 12) = —6 (3.33)
det(B) = (0+2+40) — (046 + 24) = 12. '
Also
det(A-B) = (—6)-12 = -T2 (3.34)

Kontrolle. Man berechnet jetzt die Determinante der Produkte der zwei Matrizen. Es gilt

1
A-B= |3
2

s
— Oy 0o
DN > W

1
0
2

D = Ot

(3.35)
35 17 57

= |37 15 55
12 4 17

und mit Sarrus

35 17 57
det(A-B) =det [ 37 15 55
12 4 17 (3.36)

— (8925 + 11220 -+ 8436) — (10260 + 7700 + 10693)
= 72,

Man fiihlt hier die Stérke von Regel (b) : schon mit einer nicht so komplizierten 3x3 Matrix,
erhalten wir extrem grosse Zahlen, die die Berechnungen verlangsamen!
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Beispiel 36. Sei

(3.37)

b

I
DN W =
—
— o o

Frage: Berechne det(AT)
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Losung. Es gilt
1 3 2
AT=14 4 1 (3.38)
8 6 1
und mit Sarrus
1 3 2
det(AT) =det [4 4 1
8 6 1
— (4424 1 48) — (64+ 6+ 12) (3.39)
=—6
= det(A)

Bemerkung. Diese Gleichheit ist in Regel (a) beschrieben.
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Beispiel 37. Sei

A= (3.40)

_ o =
e )
|
—_

Frage: Bestimmen Sie die Determinante von (AT)?
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Losung. Falls man Regeln (a) und (b) benutzt, erhilt man

det((AT)?) = det(AT) - det(AT) = det(AT)? = det(A)? (3.41)
und da
1 0 1
det(A) =det {0 1 —1
11 2
_q. L -1 _ 0 1 (3.42)
=1 det(1 2>+1 det(1 _1>
=3—-1
= 2.
gilt
det((AT)*) =2 =4 (3.43)
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Beispiel 38. Sei

b
|

G i) (3.44)

Frage: Berechne det(A™1)
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Losung. Es gilt
det(A) = det G i) —4—6=-2 (3.45)
Mit Regel (c) erhalten wir
1 1
det(A™) = =—= 3.46
et(4™) det(A) 2 (3.46)
Kontrolle. Es gilt
(21
AT = s 1 (3.47)
2 2
und
B 3001

Bemerkung. Diese Gleichheit ist in Regel (c¢) beschrieben.
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Beispiel 39.

(a) Berechne

a 0O 0 O 0O 0
1 -2 0 -1 0 O
2 b 0 3 0O 0
det(M) = det 0 7 1 -2 0 0 (3.49)
-1 4 0 7 1 ¢
5 1 d 4 1 2

(b) Fiir welche a, b, ¢, d ist M singulér?
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Loésung.

a) Man konnte alles Rekursiv mit dem Kochrezept berechnen, aber es wire eine ziemlich
lange Berechnung. Was hier gefragt ist, ist Regel (d) anzuwenden. Um zu sehen wie uns
diese Regel helfen kann, teilen wir die Matrix in 4 Blocke

a 0 0 O 0 O
1 -2 0 -1 0 O
2 b 0 3 0 O A | B
M= - (3.50)
0o 7 1 =2 0 O ¢ |D
-1 4 0 7 -1 ¢
5 1 d 4 1 2
Mit Bezug auf Regel (d) kann man jetzt die Matrizen so definieren
a 0 0 0 0 0
1 -2 0 -1 00 -1 4 07 -1 ¢
A= B = O = D= (3.51)
2 b 0 3 00 5 1 d 4 1 2
0o 7 1 =2 0 0
mit
A4><4 B4><2 C2><4 D2><2 (352)

Bemerkung. Es ist immer gut die Dimensionen der Matrizen zu schreiben, so dass man
sehen kann ob die Voraussetzungen der Anwendung der Regel (d) erfiillt sind. In diesem

Fall sind sie offensichtlich erfiillt.
Mit Regel (d) erhélt man

det(M) = det(A)
a
1
= det
2
0

- det(D)
0 0 0
-2 0 -1 -1 ¢ (3.53)
- det
b 0 3 1 2
7T 1 =2
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wobei
a 0 0 O
-2 0
1 -2 0 -1
det =a-det| p 0
2 b 0 3
7 1
0 7 1 -2 (3.54)
—2
=a-(—1)-det
b
=—a-(b—0)
und
-1 ¢
det =-2—c (3.55)
1 2
Es gilt also
det(M)=—a-(b—6)-(—2—¢) (3.56)
b) M ist genau dann singuldr wenn det(M) = 0, also fiir
a=0,b=6 c=-2 (3.57)
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3.2 Graphische Bedeutung
e Falls A eine 2 x 2-Matrix ist es gilt

det(A) = Fliche des Parallelogramms das von den zwei Spalten von A aufspannt wird

(3.58)
e Falls A eine 3 x 3-Matrix ist es gilt

det(A) = Volumen des Parallelepipeds das von den drei Spalten von A aufspannt wird

(3.59)
Bemerkung.
1
r det(A) = Pyramidenvolumen (3.60)
3.3 Effiziente Berechnung der Determinante
Falls man die LR-Zerlegung einer Matrix hat, ndmlich LR = PA, dann gilt
det(A) — det(P) . det(R) — (_1>Anzah1 Zeilen/Spaltenvertauschungen det(R) (361)

3.4 Determinante und lineare Gleichungssysteme

det(A) #0 det(A) =0

Ax = b is Vb losbar

. N Ax = b hat entweder keine oder unendlich viele Losungen
Ax = b hat genau eine Losung

Ax = 0 hat nur die triviale Losung Ax = 0 hat unendlich viele Losungen

Rang(A) =n Rang(A) <n

3.5 Zusammenfassung Konzepte

B
\ |
AYY\XV\,\) Ay\x%
gl .
~ | 1
(alaed) Fv=b) #x=0)
S e SN ) o
T, e N T (—'—L—_l
b)) (igigAe)) W) WK=0) Wy (@)
=< T i vrs R i, EIEN N { [
B = i ~
. SO TN \ \ = -l
N = N Ordoting) (Haw- ue) 9 (o
( (=W ) ~ L"L \ \D&\JV\D( ) m}%LM\*,)—_ \ Q(A\b)/ o
— TR <w -
SO (RN L / l
By Qowatos ) () o) e )
\' ' _Rumaer L inorg/
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3.6 Beispiele
Beispiel 40. Sei

11111
0002 3

A=[00 2 3 0 (3.62)
02300
2300 0

Frage: Man berechnet det(A)
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Loésung.

—~

()

<

™

N—
Y
13004
12300%
1023n/_~
— O O AN -
— O O O O
N~—

~

i

>
-~
— N O OO
— AN N OO
— O AN MmO
— O O AN M
— O O O AN
N~N——

und

(3.64)

(@]
1023_
— O O AN -
— O O O O
N~N——

+—
]
o

dann

(3.65)

O O O

111-2-1V
R

3

0

0
-2

2

3

0
-2

0

2

3
-2

0
0
2
1

und so gilt

47



Gioele Zardini Lineare Algebra I/II FS 2017

Beispiel 41. Seien

01 11 4 0 3 1
1 011 1 3 12 4
A=li 101" o1 3 6 (3:67)
1110 11 2 4
Frage: Gilt es det(A + B) = det(A) + det(B) ?
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Losung. Es gilt

4 1 4 2
2 3 13 5
A+ B= L9 3 7 (3.68)
2 2 3 4
und weiter gilt
01 11 01 1 1
101 1) -z, |1 0 1 1
A= 1101 verr {O1 =1 0 (3.69)
1110 01 0 -1
also
SRS
det =(-1)-[1 -1 0 (3.70)
01 -1 0 Lo .
01 0 -1
und
1 1 1 1 1 1
1 -1 0 | L o —2 -1 (3.71)
1 o -1/ " \o -1 -2
also
111 o
(=1)-det {0 —2 —1] =(—1)-det
-1 -2
0 -1 =2 (3.72)
=(-1)-3
-3.
weiter gilt
4 0 3 1 0 —12 —-45 -15
1 3 12 4| rv-rr |1 3 12 4
B= 01 3 6] r—ars’ |0 1 3 6 (3.73)
11 2 4 0 -2 —-10 0
und
(1) _?}2 _1‘;5 _f —12 —45 —15
det =(=1)-det | 1 3 6
0 1 3 6 9 _10 0
0 -2 —10 0 (3.74)
= (—1) - [(0 + 540 + 150) — (90 + 720 + 0)]
=120
Also gilt
det(A) + det(B) = —3 + 120 = 117 (3.75)
Jetzt berechnet man det(A + B)
-5 =22 -8
4 1 4 2 5 13 5
2 3 13 5 IV—II
A+B= 3.76
12 3 7) romar-t |0 5 =1 % (3.76)
2 2 3 4

0 -1 —-10 -1
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und
0 -5 —22 -8
2 3 13 5 ~5 —22 -8
ety 1 1o =(=2)-det| 3 -5 3
2 2 2
-1 —-10 —1
0 -1 —-10 -1
(3.77)
1 -5 —-22 -8
:(_2)‘§-det 1 -7 9
-1 —-10 -1

=173

Man kann also schliessen, dass die Gleichung nicht erfiillt ist, weil 117 % 173!
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Beispiel 42. Gegeben sei
a b c d
—3a 2b 3¢ 2
A= a b —e d (3.78)

—2a —2b —2¢ d

Frage: Berechnen Sie die Determinante von A

o1
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Losung. Wir haben gelernt, dass sich die Determinante mit dem Gaussverfahren nicht &ndert.
Es gilt

a b c d a b ¢ d
—3a 2b 3¢ 2d | rrr-1, 1v+21 |0 B5b 6¢  5d (3.79)
a b —c d 11431 0 0 —2¢ 0 '
—2a —2b —2c¢ d 0O 0 0 3d
Diese Form ist viel giinstiger, da wir eine Dreiecksform erreicht haben. Es gilt
a b ¢ d
0 bb 6¢c 5d
det 00 -2 ol= —30abcd (3.80)
0 0 0 3d
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Beispiel 43. Gegeben sei

a b c d b b d
b ¢c dd b da
c dbcdc c
A=|d b ¢ d b b c (3.81)
b d ¢ b dbd
b ¢ d d b d a
d a cda b c
Frage: Berechnen Sie die Determinante von A
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Losung. Panik! Aber warte! Die zweite Zeile und die sechste Zeile sind identisch: es folgt dass

det(A4) =0 (3.82)
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4 Vektorriaume

4.1 Definition

Definition 20. Ein reeller Vektorraum V ist eine Menge von Objekten (Vektoren) fiir die,
die Addition 4 und die Multiplikation mit einem Skalar « definiert sind. Man benutzt die
Abkiirzung VR.

Definition 21. Es gelten folgende Axiome

(i) Yu,w eV :
utw=w+u (4.1)
(i) Yu,v,w €V :
(u4w)+v=u+ (w+v) (4.2)
(i) 30€V sd. YueV:
u+0=u (4.3)

Bemerkung. O heisst Nullvektor (muss nicht unbedingt 0 sein!)

(iv) Vue V3 —ueV sd

u+ (—u) =0 (4.4)
(v) Vo, B € R Vu € V

(a-B)-u=a-(8-u) (4.5)

(vi) Vo, B € R,Vu,w € V.
(a+p) - u=a-u+p-u (4.6)

(vii) Va, f € R,Vu,w € V :
a-(u+w)=a-utao-w (4.7)

(viil) Yu €V :

l-u=u (4.8)

Bemerkung. Der Komplexe Vektorraum ist analog definiert und interessiert uns im Moment
nicht

Beispiel 44. (Der Vektorraum R")

xy
o)

Rt=\lz=1]| .|, mitxy,z9,...,2, €R (4.9)
Tn

Beispiel 45. (Der Vektorraum C")

T
T2

Cl=\|z=| . |, mita,,2o,...,2,€C (4.10)
Tn

Beispiel 46. (Der Vektorraum R™*")

R™*" = reelle m x n Matrizen (4.11)
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4.2 Struktur

Definition 22. Eine nichtleere Teilmenge U eines Vektorraums V heisst Unterraum von V,
falls

(a) Ya,be U :
a+bel (4.12)

(b) Ya € U, Vo € R:
a-aelU (4.13)

Bemerkung. Ein Unterraum ist selber ein Vektorraum. Das gilt offensichtlich nicht fiir jede
Teilmenge eines Vektorraums!

Beispiel 47. Frage: Ist die Menge U = {x = (il) €R?s.d xy- 29 > 0} ein Unterraum
2
von R??

Losung. Man muss die oben definierten Bedingungen {iberpriifen:
Falls wir z.B. Bedingung (a) anschauen, sehen wir sofort dass U kein Unterraum von R? ist,

weil z.B. mit
1 -2
= ()= () "

gilt
ay - ag = 2 > 0
4.15
b1 -bp=22>0 ( )
aber
c:a+b:<zg (4.16)
und
cp-co=—-1<0 (417)

Beispiel 48. Sei V = R" und A eine nxn-Matrix. Wir betrachten als Teilmenge U von V die
Losungsmenge des LGS Az = 0.

Frage: Ist U ein Unterraum von V7
Losung. Seien a,b zwei Losungen von Ax = 0, dann gilt

A-a=0

4.18
A-b=0 (4.18)
Man iiberpriift Bedingung (a)
fiir a + b gilt
A-(a+b)=A-a+A-b=0 (4.19)

Also ist a + b selber eine Losung von Az = 0 und (a) ist erfiillt.
Man iiberpriift Bedingung (b)
fiir a + b und o € R gilt

A (av-a)=a-A-a=a-0=0 (4.20)

Also « - a ist selber eine Losung von Az = 0 und auch (b) ist erfiillt.
Da beide Bedingungen erfiillt sind, ist U ein Unterraum von V.

26



Gioele Zardini Lineare Algebra I/II FS 2017

Beispiel 49. Frage: Sind folgende Mengen Unterrdume von V = R?*2?
e U={AcVsd AT=—-A}

Losung. Man muss die zwei Bedingungen iiberpriifen.
Man iiberpriift Bedingung (a):

fir Ul,UQ eU gllt

Also Uy 4 Uy ist selber in U enthalten und deshalb ist Bedingung (a) erfiillt. Man iiberpriift
Bedingung (b):

fir Uy, Uy € U, € R gilt
(a-U)T=a-U =a-(-U)) =—(a-U) (4.22)

Also ist « - Uy selber in U enthalten und deshalb ist Bedingung (b) erfiillt.
Da beide Bedingungen erfiillt sind, ist U ein Unterraum von V.

o W={AecV sd. det(A) =0}
Losung. Man kann sofort schliessen dass W kein Unterraum von V ist, da det(U; + Us) #

det(Uy) + det(Us).
e (2 ). (30 )

Als Beispiele nimmt man

und obwohl
det(U;) = det(Uy) =0 (4.24)
gilt
10
det(U1 + Ug) = det (O 1) =1 7é 0 (425)

Theorem 7. Seien Uy, Uy zwei Unterrdume eines Vektorraums V. Dann ist
Up[\V2={u€V sd ueU und u € Uy} = Durchschnitt (4.26)

U1 + U2 = {w = UL+ U € V s.d. Uy € Ul,u2 € UQ} = Summe (427)

Bemerkung. {0} und V sind beide als Unterrdume von V zu verstehen.

Beispiel 50. Wir definieren zwei Vektorraume
(
T
0

Vi= 0 € R* mit z; € R

A0 (4.28)

Vo =< 2 € R* mit 4,5, €R
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Jetzt kann man z.B. die oben definierten Mengen anhand dieses Beispiel so sehen:

(

x
_ 0 4.
VlﬂVg— 0 cR*mitz €¢R
L \0
) (4.29)
S
Vi+V, = é € R mit s,t €R
[ \O
Definition 23. Seien vy, vs, ..., v, Vektoren in einem Vektorraum V und aq,as,...,a, € R.
Dann heisst .
v = Z a; - v; (4.30)
i=1
die Linearkombination der Vektoren vy, vs, ..., v,.
Beispiel 51. Seien
1 0 0 3
V1 = 0 , Uy = 1 , V3 = 2 , Vg = 0 (431)
2 1 2 1
4
Frage: Ist w = | 1 | eine lineare Kombination von vy, vs, v3,v4 7
2

Losung. Man muss drei Gleichungen 16sen, also ein LGS

1 0 0 3 4
aj - 0 + as - 1 + as - 2 + ay - 0 = 1 (432)
2 1 2 1 2
Also in Matrixschreibweise
1 00 3|4 100 3 100 3| 4
o120f1 )= 10o12 01 |2 lo12 01 (4.33)
2 1 2 12 01 2 —=5|—6 000 —5|-—7
Mit Riickwirtseinsetzen folgt
1 - 7
a1 =—r,02 = 1 —2-as,as beliebig , ay = R (4.34)
Kontrolle. Man wéhlt z.B. a3 = 0 und man bekommt
1 1 0 0 7 3 4
—F O)+1-[1]+0-{2 +g- 0]=1|1 (4.35)
2 1 2 1 2

Definition 24. U = {}_"" ,a; - v;, a; € R} ist ein Unterraum von V, dann heisst der von
V1, Ve, . .., v, aufgespannte oder erzeugte Unterraum. Notation span{vy,vs,...,v,}.
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Beispiel 52. Seien

pi(z)=2"+x

pe(z) = 2% — 20 — 4 (4.36)
p3(x) =3z +4 '
pa(z) =22 + 3.

Frage:
(a) Man schreibe das Polynom 223 + 3z — 1 als Linearkombination von py, p2, p3, pa.

Losung. Man sieht leicht mit obigen Verfahren dass diese die gesuchte lineare Kombination ist
2p1(z) + p2(x) + pa() (4.37)
(b) Sind py, pa, p3 fiir Py (Polynome von Grad 4) erzeugend?

Losung. Es ist nie moglich durch eine lineare Kombination der obigen Polynomen, den 4-Grad
zu beschreiben, da alle Polynome hochstens von Grad 3 sind!

(¢) Man berechne span{p, p2, ps, ps}

Losung. Die erste Idee die man hier haben muss, ist dass die gesuchte Menge Pj ist. Um das
zu zeigen, muss man zeigen dass man die Elemente

1z, 2% 2 (4.38)

durch die gegebene Polynome darstellen kann. Wenn dass moglich ist, kann man dann alle
Polynome von P; darstellen. Mittels Koeffizientenvergleich finden wir

1 =3ps — 2p3
r=23ps —4
, T (4.39)
7 = py+4ps — 2p3
2’ =p1 — po — 4ps + 2p3
Mit diesen Berechnungen haben wir gezeigt dass span{pi, p2, ps, ps} = Ps
Definition 25. Sei V ein Vektorraum. Dann heissen die Vektoren vy, vs,...,v, linear un-

abhéingig falls das LGS
D wivi=0 (4.40)
i=1

nur die triviale Losung besitzt.

Bemerkung.

e Falls vy, vy, ..., v, nicht linear unabhéngig sind, so heissen sie linear abhéngig

e Falls eine Menge den Nullvektor enthélt, ist sie linear abhéngig, weil

0=1-040-v9+...4+0-v, (4.41)

e Falls zwei Vektoren linear unabhéngig sind, dann ist keiner der beiden ein Vielfaches des
andern!
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e In R? linear unabhingig heisst geometrisch Vektoren mit verschiedene Richtungen
e In R? linear unabhingig heisst geometrisch Vektoren die nicht auf derselben Ebene liegen.

Beispiel 53. Seien

1 0 2
v = 0 , Uy = 2 , U3 = 4 (442)
0 ¢ t?

Frage: Fiir welche Werte von t sind diese drei Vektoren linear unabéngig?

Losung. Man muss das LGS

CL1’U1+CL2'U2+(I3'1}3:O (443)
16sen, und sehen fiir welche Werte von t es nur die triviale Losung besitzt:
10 210 -t 10 2 0
02 40 0 2 4 0 (4.44)
0t ¢*]0 00 t*—2t|0

Es ist jetzt klar, dass fiir ¢t = 2 und ¢ = 0 das LGS unendlich viele Losungen besitzt, also die
drei Vektoren linear abédngig sind. Es folgt also, dass die drei Vektoren genau linear unabéngig
sind, wenn

t € R\{0,2} (4.45)
Beispiel 54. Frage: Sind folgende Vektoren linear unabhéngig?
(a) sin(z), cos(x).
Losung. Man muss folgendes LGS losen
a-sin(xz) +b-cos(x),Vz €R (4.46)
Das ist der Fall nur wenn a = b = 0, also die Vektoren sind linear unabéngig.
(b) sin(x),sin(z + 2), cos(z)
Losung. Falls man die Trigonometrie benutzt, man erhélt
sin(x 4 2) = sin(z) - cos(2) + sin(2) - cos(z) (4.47)

was genau eine Lineare Kombination von zwei der drei gegebene Vektoren ist. Die Vektoren
sind also linear abhéngig.

Definition 26. Kann man jeden Vektor v eines Vektorraumes V als lineare Kombination der
Vektoren vy, vy, ...,v, von V darstellen, also

V = span{vy,vg,...,v,} (4.48)

dann nennt man diese Vektoren ein erzeugenden System von V.
V heisst dann endlich dimensional.

Beispiel 55. Der Vektorraum P von aller Polynome ist unendlich dimensional und es besitzt
kein endliches Erzeugendensystem.

Theorem 8. Falls V n-dimensional ist (dim(V') = n) gilt:

(i) Mehr als n Vektoren sind linear abéngig
(ii) weniger als n Vektoren sind nicht erzeugend

(iii) n Vektoren sind genau dann linear unabéngig wenn sie erzeugend sind.
Sie bilden dann eine Basis von V.
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Theorem 9. Seien vy, vs,...,v, € R® und A = (vy,vy,...,v;) € R™*, Sei r = Rang(A). Dann
gilt was in Tabelle 1 steht.

vy, Vg, . . ., U erzeugend Ax =bV b e R" losbar r=mn
vy, Vg, . .., U linear unabingig Ax = 0 hat nur die triviale Losung r =k
vy, Vg, ...,V linear abéngig Ax = 0 hat nichttriviale Losungen r < k
U1, Vg, ...,V ist eine Basis n=k=r det(A) #0

Tabelle 1: Zusammenfassung Basis.

Definition 27. Sei V ein reeller Vektorraum mit Basis B = {by, b, ..., b, }.
Dann gilt fiir jeden Vektor x € V:

i=1

Bemerkung.

e Die Koeffizienten x1, xo, ..., z, heissen Koordinaten von x beziiglich der Basis B

e Diese Koordinaten hiangen von der Wahl der Basis ab

Beispiel 56. Sei P, der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 2. Sei
B={p =13 =7zb® =322 -1} (4.50)

eine Basis.

Frage:
(a) Zeigen Sie dass B eine Basis von P, ist.

Losung. Wir haben gesehen dass beim P, die Vektoren einer Basis B genau dann erzeugend
sind, wenn man 1, 2,22 als ihre lineare Kombination schreiben kann. Wir haben hier Gliick,
weil b, b3 schon 1, z sind.

Fiir 22 gilt
1 1
3 b 4 3 b®) = 22 (4.51)

(b) Schreiben Sie p(x) = 112* — 22 + 1 in den Koordinaten der Basis B.
Losung. Es muss gelten
2? —2r+1=a;-1+ay-x+as- (32> —1) (4.52)

Mit Koeffizientenvergleich erhélt man

14 11
ay = 3, ag = —2, as = E (453)

Man schreibt jetzt den Vektor mit den Koordinaten von B
()]s = | —2 (4.54)

61



Gioele Zardini Lineare Algebra I/II FS 2017
4.3 Normierte Vektorrdume
Definition 28. Sei V ein Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine Abbildung
-1 :V+—R, v—||v]| (4.55)
und muss gelten
(I) Yoe V:|lv|]| >0und ||v|]| =0 0v=0
(II) Yo e VA ER A 0| = A - ||v]]
(III) Yv,w € V i |jv + wl|| < ||v|| + ||w]| (Dreiecksungleichung)
Beispiel 57. Beispiele davon sind
U1
Vg
e Die euklidische Norm von v € R*, v = | . | ist definiert als die Lénge des Vektors,
Un
ndhmlich
vl = /v + ...+ 02 (4.56)
U1
U2
e Die Maximumsnorm von v € R", v = | . | ist definiert als
Un,
[1]o = max {Jvi} (4.57)
e Die p-Norm ist definiert als
o], = /) + ...+ vk (4.58)
1
Beispiel 58. Sei v = | 3 |. Dann gilt
4
[lv]]la = V1+9+ 16 = V26 (4.50)
v][s = V1427 + 64 = V92 '
Beispiel 59. Frage: Zeigen Sie, dass die euklidische Norm eine Norm ist.
Losung. Sei
U1
V2
v=1| .|, |v]la=/v?+... + 02 (4.60)
Un
Man muss die drei Bedingungen Vv, w € R”, A\ € R iiberpriifen:
()
Vit 402 >0, 4\ /Jul+.  +0i=08 1 =nu=...=v,=0 (4.61)
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(IT)

A -olls = /A2 0F o N2z = (Ao o2 = AL o]l (4.62)

v+ wlla < [[oll2 + [[wl]l2 (4.63)

(I11)

Die Dreiecksungleichung ist in R™ immer erfiillt! Probiere durch Zeichnen eines Dreiecks.

Definition 29. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, x € V| ||z|| und ||x||" zwei Normen.

Dann gilt
1

c
Definition 30. Man definiert Cla, b] als die Menge der stetige Funktionen und C*[a, b], als die
Menge der stetigen, einmal differenzierbare, Funktionen.

lz]]" < [lzf| < - ||=[’ (4.64)

Beispiel 60. Beispiele von Normen auf Cla,b] und C'|a,b] sind

e Die Maximumsnorm ist definiert als

171l = max 1721} (4.65)
b
11l = { / @) d (4.66)

Definition 31. Sei {v,} eine Folge €V und v € V. Dann sagt man dass {v, } gegen v konver-
giert, falls
lim [[v —v,|| =0 (4.67)
n—oo

Beispiel 61. Aussage: die Folge von Funktionen f,(z) = m auf [—1,1] konvergiert
beziiglich der Norm || - || gegen f(z) = 0.

Losung. Es gilt

| falloe = max{fu(z) : =1 <z <1}

 —1<z<1} (4.68)

Die Antwort lautet also: falsch.
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4.4 Das Skalarprodukt
Definition 32. Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Abbildung
(,):VxV+——R, (a,b) — (a,b) (4.69)
heisst Skalarprodukt wenn Vx,y,z € V, A € R
()
(@, A (y+2)) = Mz, y) + Mz, 2) (4.70)
oder
(4 Ay, 2) = (z,2) + My, 2) (4.71)
(IT)
(z,y) = (y, z) (4.72)
(I1T)
(x,z) >0, (z,2) =0&2=0 (4.73)
Beispiel 62. Sei
2 =2
A= (_2 5 ) (4.74)
Frage: Zeigen Sie dass (r,y)a = 2T Ay ein Skalarprodukt auf R? definiert.
Losung. Es gilt
(r,y)a = 2" Ay
— 2 -2 Y1
= (o1 @) (—2 5 ) (y) (4.75)
= 2x1y1 — 2x1Y2 — 222Y1 + dT2ys
= (%)
Man iiberpriift jetzt die drei Bedingungen:
[
(11 + Av2,y)a = (21 + Az2)TAy = s Ay + ArjAy = (z1,)a + A~ (22,9)a  (4.76)
[
(%) = 2171 — 24172 — 2yo71 + DYaT2 = (Y, T)a (4.77)
[ J
(x,x)4 >0 EW >0 (4.78)
Definition 33. Auf (V] (-, -)) definiert man die induzierte Norm als
llall = v/{a, a) (4.79)
Bemerkung. Nicht jede Norm ist von einem Skalarprodukt induziert.
Beispiel 63. Beispiele von Skalaprodukten sind
e Das Skalarprodukt in R™
(2, y) = a7 -y = |[z|] - [[yl| cos(¢) (4.80)
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e Das Skalarprodukt in Cfa, 0]

b
(r9)= [ 10 gle)d (4.81)
Definition 34. Seien z,y € V,(V, (-, -)). Sie heissen dann orthogonal, wenn
(z,y) =0 (4.82)
Beispiel 64. Sei
B={v"=1b% =z =522 -3} (4.83)

Frage:

a) Zeigen Sie, dass die Vektoren aus B orthogonal sind, beziiglich
1
(f.9)=[ fla) gla) 2*dx (4.84)
-1

Losung.

1
o (b0,6) = (Lz) = [ a¥de = Jat| =0
-1
o (bW b)) = (1,502 - 3) = f_ll Szt — 3z dr = [2° — 3:3’ =0
o (b b)) = (,52% — 3) = f_ll 50° — 3xd dx = [325 — 3a

b) Zeigen Sie dass (f, g) ein Skalarprodukt in P; ist.

Losung. Man muss die drei Bedingungen iiberpriifen. Seien p, ¢, p1, ps € P». Dann

1

(P + Ap2,q) = /_ (p1(z) + Apa(2))g(x)r*da

1

_ /_ Cp@)a(@)rde + A - / ' po(@)g(x)ada

1 —1
= (p1,q) + X (p2,q).

(p,q) = /_ 1p(33)<1(37)&?2d5€ (4.85)

- [ awpra

= (q.p).

1
(p.p) = / plx)*z*de
-1
>0, (pp)=0%p(x)=0
Da alle drei die Bedingungen eriillt sind, ist (f, g) ein Skalarprodukt in P.

Theorem 10. Sei V ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt (-, ), dann gilt:
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(i) Die Orthogonalprojektion von x € V auf y € V, y # 0 ist

(z,y)
(, )

z =

-y (4.86)

Bemerkung. Graphisch macht man es in Mechanik I.

(i) Yo,y € V:
(z,y)* < (x,2) - (y,y) (Cauchy-Schwarz) (4.87)

(iii) Falls x und y orthogonal sind, dann gilt

Iz +yl* = llz = ylI* = l|=[I* + [lyl|* (Pythagoras) (4.88)

(9.0 ()

Frage: Berechnen Sie die orthogonale Projektion von x auf y.

Beispiel 65. Seien

Losung. Es gilt

‘ G) (4.90)

Definition 35. Ein Vektor 2 € V heisst Einheitsvektor falls

Joll =1 (4.91)
1
3
2
Beispiel 66. Beziiglich der euklidische Norm ist x = | 3 | ein Einheitsvektor.
2
3

Kontrolle. Es gilt
z|l2=1/=+-+=-=1 (4.92)

Theorem 11. Seien e, e ... e paarweise orthogonale Einheitsvektoren in einem reellen
n-dimensionalen Vektorraum. Dann sind sie linear unabhéngig und bilden sie eine Basis, die

Orthonormalbasis.

Wir wollen jetzt aus irgendeiner Basis eine Orthonormalbasis erhalten:wir brauchen also
das Gram-Schmidt Verfahren.

Theorem 12. Sei b b3 . b™ eine Basis von V. Dann es existiert eine Orthonormalbasis
e e®@ e so dass fir 1 < k < n gilt. Man findet diese Basis mit den Gram-Schmidt
Verfahren:
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4.4.1 Gram-Schmidt Verfahren - Kochrezept

1) eM = ”ZS;H (einfache Normierung)

e(2)’

(II) @' =p@ — (B M) .M und e® = e

o3’

(II1) @ = pB) — (B3 M) . ) — (HB3) @) . e und e = @]

(IV) und so weiter, bis man die Orthonormalbasis erreicht

{eM @ . M} (4.93)

4.4.2 Beispiele
Beispiel 67. Gegeben sind

1
dW=11] a®=|=2]. a®=]0 (4.94)
1

Frage: Konstruieren Sie mithilfe des Gram-Schmidt Verfahrens eine Orthonormalbasis eV, e, ()
beziiglich des Standardskalarproduktes.
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Losung. Es gilt

[ J
0 a®
[la®M]]
IS N
CVIFIH0 |\ (4.95)
1 -1
——. |1
2 \o
[
@' — 4@ _ (a®, ey . e (4.96)
durch einsetzen erhélt man
1 1 -1 -1 1 -1
1 1 3 1
2| -(l-2],—=- (1 |)—- |1 ]|=|-2|-[-—]"—-|1 (4.97)
1 1) V2 \o) V2 \o 1 V2 V2 g
mit den notigen Rechnungen erhélt man
_1
2
e? — _% (4.98)
1
und also
e — e
]|
_1
2
_ 1 1
T |7
ititlo| (4.99)
1
2
2 1
— § . —5
1
[
e® — 43 _ <a(3), 6(1)> e (a(?’), 6(2)> ) (4.100)
durch einsetzen erhélt man
_1 _1
1 1 -1 -1 1 2 2
1 1 2 2
ol —((o),—=-[1])—=- 1|0, /= |3/ |-3] (4101
1 1) V2 \o) V2 \o 1) V3 S
_1
1 -1 2
1 1 1 2 2
0|l —-[-———=]-—=-[ 1] -[z-4/=> -] -1 4.102
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mit den notigen Rechnungen erhélt man

2
3
e® = |3 (4.103)
2
3
und also
(3)
e® = &
[eB)]
2
3
1 2
= 3
§+ % _'_g % (4.104)
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Beispiel 68. Sei auf Py
1
(b} = / p(z)q(z) de (4.105)
0

Frage: Finden sie eine Orthonormalbasis fiir den Vektorraum span{1, 3z*}
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Losung. Gegeben sind also die zwei Polynome
w(z) = 1, wy(x) = 32 (4.106)
Man wendet das Gram-Schmidt Verfahren an und erhélt
[ J
1 _ wi ()
e _ 7
fr(a)l .
_ wi (x) '
V{wi(z), wi(z))
es gilt
1
= 1d
(@) un(@) = [ 1da o
also
O (4.109)
[ ]
e® = wy(z) — (wy(x), eM) - e®
1 4.110
= 3z — / 32t dx ( )
0
es gilt
1
/ 3zt dr = (4.111)
0
also 3
e =324 — = (4.112)
und
e — e
1|
\/<3x4 2 3t — %)
es gilt
9
\/(3x4—— 3x4—— \// 9x8——x4 —dz
25 (4.114)
5
also
15 3
(2 - 22,4 _ 2 4.115
e TR (4.115)
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Beispiel 69. Auf R?*2 sei das folgende Skalarprodukt gegeben!:
(A, B) = Spur (ABT). (4.116)

a) Sei S der Unterraum von R?**? bestehend aus allen symmetrischen Matrizen. Zeigen Sie,

T e () (L)) e

eine Basis von S von ist.

b) Wenden Sie das Gram—Schmidt’sche Orthogonalisierungsverfahren auf B in der gegebenen
Reihenfolge an, um eine Orthonormalbasis B’ von S zu erhalten.

c) Vervollstindigen Sie B’ zu einer Orthonormalbasis von R?*2.

d) Zeigen Sie, dass der Ausdruck (4.116) tatséichlich ein Skalarprodukt auf R?*? definiert.

1Zur Erinnerung: Die Spur einer quadratischen Matrix ist die Summe ihrer Diagonalelemente.
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Loésung.

a) Der Unterraum S hat Dimension 3, denn

s={(8 D emriomd = (im0 e (0 1)m (O9))

(4.118)
und es ist nicht schwierig zu zeigen, dass diese drei Matrizen linear unabhéngig sind. Nun
soll man bemerken, dass

B+ B

B, —B
L By=L 2
2

B, - B
: By= -2

E
! 9 9

+ Bs.

Dies zeigt, dass B den Unterraum S erzeugt. Weil dazu die Anzahl von Elementen in B
mit
textdim(S) iibereinstimmt, dann muss B eine Basis von S sein.

Alternative Losung: Direkt zu zeigen, dass B eine erzeugende und linear unabhéngige
Teilmenge von S ist.

b) Zuerst normieren wir By, um den ersten Vektor Bj unserer Orthonormalbasis (ONB) zu
erhalten:

By

B, =L
A

1

11
1y /1 N\ (1 0) (4.119)
s (10) (1 0))
1 (11
-0 o)

Nach Gram-Schmidt ergibt B, = By — (B,, B)) B, einen Vektor, dessen Normalisierung
B der zweite Vektor der ONB ist:

e () e ((0)-(0))-G o)
)

‘ (4.120)

-5

Mit analoger Notation fithren wir Gram—Schmidt weiter durch, um den dritten Vektor
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BY zu bestimmen:

E3 = B3 - <B37 B1> Bi - <B37 Bé> B;

(O-EDCNC)2E) GG

(0 1)

= Bé,
(4.121)

weil die Matrix schon normiert ist. Die Menge B’ = { B}, B}, B}} ist eine Orthonormal-
basis von S.

In der Teilaufgabe (a) hat es sich gezeigt, dass die Dimension von S gleich 3 ist; es ist
ausserdem klar, dass dim R?*? = 4 ist. Das heisst, um B’ zu einer Basis von R**? zu
ergénzen, braucht man nur eine nichtsymmetrische Matrix mit Norm eins auszuwéhlen,
die orthogonal zu S ist. Dies kann man z.B. erreichen, indem man eine normierte schief-
symmetrische Matrix auswéhlt (d.h. eine Matrix B, so dass BT = —B ist). Tatséchlich:
Wenn A € S und B schiefsymmetrisch ist, dann ist (A, B) = 0, denn

(A, B) = Spur(AB")

= —Spur(A' B)

2 _Spur(BA") (4.122)
= —(B,4)

= —(A,B),

wobei (1) aus der Identitdt Spur(AB) = Spur(BA) folgt und (2) aus der Tatsache, dass
(-,) ein Skalarprodukt ist. (Alternativ kann man dies auch sofort sehen, indem man
bemerkt, dass jede schiefsymmetrische Matrix orthogonal auf den Matrizen Bj, B, Bj
steht.)

Eine konkrete schiefsymmetrische Matrix ist

B = <_01 (1)) . (4.123)

Man normiert sie nun, um die vierte Matrix Bj unserer ONB von R**? zu erhalten:

B,

B, =L
L |Ball

0 11 0 —1 1/2'<—01 é) (4.124)
s (4 0) (1 0) |

:%(_01 (1))

Alternative Losung: Man kann irgendeine nichtsymmetrische Matrix B, € wahlen
(nicht notwendigerweise schiefsymmetrisch) und das Gram—Schmidt’sche Verfahren fort-
setzen, um eine ONB von R?*? zu finden.

R2><2
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d) Ein Skalarprodukt muss bilinear, symmetrisch und positiv definit sein; wir {iberpriifen
diese drei Eigenschaften. Seien A, B und C' (2 x 2)-Matrizen und A € R.

e Bilinearitit: Dank der Symmetrie (siehe unten) miissen wir nur die Linearitdt in der
ersten Komponente iiberpriifen:

(A + B, C) = Spur (M + B)CT)
= ASpur(AC") + Spur(BCT) (4.125)
= XA, C)+ (B, C)

aufgrund der Linearitédt der Spur.
o Symmetrie: Wegen der Identitiit Spur(A") = Spur(A) ist
(A, B) = Spur (ABT)
= Spur (BA) (4.126)
= (B, A).

o Positivdefinitheit: Sei

A:—»(z 2). (4.127)

Dann ist
(A, A) = Spur(AAT)

a? +b% ac+bd
= Spur (ac Cbd R4 (4.128)
—a?+ b+ +d* >0,

und (A, A) =0 genau dann, wenn a =b=c=d = 0.
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5 Lineare Abbildungen

5.1 Definition und Beispiele
Definition 36. Seien V,W zwei Vektorraume. Eine Abbildung

F:V—W, v+ F(x) (5.1)
heisst linear wenn:
(i) Yo,y e V:
F(z+y)=F(z)+ F(y) (5.2)
(ii) Ve e V,a e R:
Fla-z)=a-F(x) (5.3)

Beispiel 70. Sei V = R", W =R™ A € R™*". Die Funktion F : V +— W, z +—— A - x ist
linear.

Kontrolle.
Flz+y)=A-(z+y)
=A-z+Ay (5.4)
= F(z) + F(y)
und
Fla-z)=A - (a-x)
—a-A-x (5.5)
=a-Flx

Beispiel 71. Seien V,W beliebig. F' = Nullabbildung, F': V +—— W, x +—— 0 ist linear.

Beispiel 72. Seien V,W beliebig. F': V +—— W, x — x + a,a # 0 ist nicht linear.
Kontrolle.

Fla+y)=xz+y+a
#(r+a)+ (y+a) (5.6)
= F(x) + F(y).

und

Fla-x)=a-z+a
#+a-(x+a) (5.7)
=« - F(z).

Beispiel 73. (Aufgabe 5 - Basispriifung Winter 2011)

Frage: Sind die folgenden Abbildungen linear?

(a) [y: Ps— Ps, p(z) — p(z) + 1
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Loésung. Seien p(z),¢(z) € Ps. Dann gilt

]+ la(z) + 1] (5.8)

Also ist F nicht linear.
(b) Fy: Py— P, p(x) —> - p'(x) + p(1)
Losung. Seien p(x),q(z) € Ps. Dann gilt

Fy(p(x) +q(x)) = x - [p(z) + q(2)]" + [p(1) + q(1)]
=z - [p'(z) + ¢'(z)] + p(1) + q(1) (5.9)
= Fy(p(x)) + Fa(q(x))

und

Fy(a-p(x)) =z - [a-p(x)] + (a-p)(1)
=a-[z-p'(z) + p(1)] (5.10)
= - Fz(p(x))

Also ist F5 linear.

Definition 37. Ist A € R™" und a € R", dann heisst F' : R” — R", 2z —— A -z + a eine
affine lineare Abbildung.

5.2 Lineare Abbildungen und Matrizen
Theorem 13. Jede lineare Abbildung F' : V —— W ldsst sich durch eine m x n-Matrix A

beschreiben. Seien B = (by,...,b,) eine Basis von V, C' = (cq,...,¢,) eine Basis von W,
T n
= [z]p der Koordinatenvektor von x beziiglich B und | : | = [y]¢ der Koordinaten-
Ln Yn

vektor von y = F(z) beziiglich C. Dann gilt

1 Y1 1
— | =A| (5.11)
L, Yn Tn

A heisst dann Darstellungsmatrix von F beziiglich der Basen B und C.

Beispiel 74. Sei V = P, und W = P,. Wir wissen schon dass V durch die Basis B = (1, z, 2?)
beschrieben ist und dass W durch die Basis C' = (1, z) beschrieben ist. Sei

F:V—W, px)— p'(z)+p"(x) (5.12)

Frage: Man findet die Darstellungsmatrix A der Abbildung F.
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Losung. Man muss F(b;) fiir die verschiedenen Basisvektoren von V berechnen und sie dann
in der Basis von W darstellen. Es gilt

Flb) = (1) + (1) =0 = [Fulle = ()
F(by) = (2) + ()" = 1 = [F(by)]c = <(1)> (5.13)

Flbs) = (22 + (47" = 20+ 2 — [F(by)]o = @)

A= (8 ; 3) (5.14)

Kontrolle. Falls man hier richtig berechnet hat, solltet man jetzt anstatt die Operationen p/(x)+
p"(x), einfach A benutzen. Wihlt man als Beispiel das Polynom

Also gilt

p(r) =2 +z+4 (5.15)
Mit den Koordinaten von B ist dann
4
()]s = |1 (5.16)
1
man weisst dass
Fp(x))=2x+1+2=2x+3 (5.17)
was mit den Koordinaten von C ist
3
Pl = (3) (5.18)

aber falls man jetzt Matrix A benutzt erhdlt man

4

632 (2)-6) o

Definition 38. Seien V = R" und W = R™. Sei F' : V +— W, © —— y = Ax eine lineare
Abbildung. Dann gilt

Also ist A richtig berechnet.

(i) Die Menge aller Vektoren, welche auf Null abgebildet werden, heisst Kern der Matrix A

Ker(A) ={x €V : Az =0} (5.20)

(ii) Die Menge aller Bildvektoren, heisst Bild der Matrix A

Im(A)={ye W:3y=Ax} (5.21)
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5.2.1 Eigenschaften Kern und Bild
Definition 39. Sei A = (aV,...,a™) eine m x n-Matrix. Dann gilt
b€ Im(A) & Ax = b ist ein losbares LGS. Es gilt dann b = span{aV, ... a™}

(a)

(b) x € Ker(A) < z ist Losung von LGS Az =0
)

(

d) Im(A) ist ein Unterraum von R™
(e) Es gilt dim(Ker(A)) + dim(Im(A)) =n
(f) Es gilt dim(Ker(A)) = dim(Im(AT))

Beispiel 75. Sei
F R2 — R, (.TI,LCQ)T — T1 — T (522)

Frage: Finden Sie Kern und Bild der linearen Abbildung.
Losung. Man schreibt die Abbildung mit der Matrix A
A= (1 -1 (5.23)

Man weisst dass Ker(F) die Losungsmenge des LGS Az = 0 ist. Hier sicht man leicht, dass
diese Losungsmenge durch x; = x5 beschrieben ist, also

Ker(F) = {(l’l,fb'Q)T € R2, T = ZL’Q}

5.24
:{t-(D,tER} (5.24)
weiter es gilt
Im(F) =R (5.25)
Beispiel 76. Sei
2 11 0
A=1-401 -3 (5.26)
2 11 0
Frage: Man berechnet Basen fiir Ker(A) und Bild(A) und deren Dimensionen.

Losung. Es gilt

Ker(A) = {z € R*: Az =0} (5.27)
also
2 1 1 010 211 010
—4 01 =3/0 | 25102 3 =30 (5.28)
2 11 0o/ ™" \ooo oo
Man wéhlt x4 = s und x3 = t und nach die iiblichen Berechnungen es ergibt sich
3
2= (s —1) (5.29)
und {
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also es gilt

-3 1
Ker()={| o | .| (5.31)
4 0

Fiir Bild(A) muss man einfach die zwei linear unabhéngigen Spalten aus dem Gaussverfahren
nehmen und ihre ursprsiingliche Werte schreiben. Hier wéiren das z.B. die ersten zwei Spalten
und némlich

2 1
Bild(A) ={[ -4] , (0]} (5.32)
2 1

5.2.2 Der Rang
Definition 40. Der Rang von A ist definiert als Rang(A) = dim(Im(A)) und es gilt

Rang(A) = Rang(AT) (5.33)

5.2.3 Zusammengesetzte Abbildungen

Definition 41.

e Die Zusammensetzung von linearen Abbildungen ist wieder linear.

e Seien
F:R"+—R", o+— Az (5.34)
und
G:R"+— R, y+— Bz (5.35)
dann ist
GoF=H:R'—RP, v — BAz (5.36)

5.3 Skalarprodukt und lineare Abbildungen

Theorem 14. Seien F' : R" —— R™, x —— Az und G : R —— R", x —— ATz. Dann gilt
(i) Im(A) und Ker(AT) spannen R™ auf.

(ii) Yz € R", y € R™
(Az,y) = (2, ATy) (5.37)

(iii) Im(A) ist senkrecht zu Ker(AT)
(iv) dim(Im(A)) + dim(Ker(AT)) = m

Theorem 15. (Fredholm Alternative) Das LGS Az = b ist genau dann lésbar, wenn b senkrecht
zu allen Losungen des LGS ATy = 0 steht.
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5.4 Lineare Selbstabbildungen

Definition 42. Sei F': V +—— V, x —— Fx linear. Dann heisst F' invertierbar falls
VyeV laxeV sd Fr=y (5.38)

Definition 43. Ist F invertierbar, so heisst =1 : V —— V, y — z die Umkehrabbildung
von F.

Theorem 16.
(a) F:R"+—— R" z+— Ax ist genau dann invertierbar, wenn A regulér ist.
(b) F ist invertierbar => F~!: R" — R", y — A~ !y ist linear und A™! ist die Inverse.

(c) F ist invertierbar => F o F~! = F~1 o F = [; wobei I; : R" — R", x — .

5.4.1 Koordinatentransformation und Basiswechsel

Die Schwierigkeit eines Problems ist von der Wahl der Basis abdngig. Deswegen, ist es sehr
niitzlich zu wissen, welche Zusammenhénge zwischen verschiedene Basen existieren und wie
man leicht von einer Basis zu einer anderen springen kann.

Theorem 17. Seien B und B’ zwei verschieden Basen. Seien dann

=1 : | Wl =1 (5.39)
Es gilt
[U}B/ = = ([bl]B’ e [bn]B’) . [U]B = T . [U]B (540)

wobei T die Ubergangsmatrix von B zu B’ ist. Umgekehrt gilt
s = (t]s .- [buls) - [vlp =S+ [v]p (5.41)
woberi S die Ubergangsmatrix von B’ zu B ist. Es gilt
T=8" (5.42)

Beispiel 77. Sei V = R?. Sei B = (e, ¢5) die Standardbasis und B’ = (e;+e3, ea—e1) = (€], €)).
Dann gilt

oo = (o) bl = (; 1) ol (5.4
Theorem 18. Sei F': V —— V eine lineare Abbildung. Seien dann
e [F]p die Darstellungsmatrix in Bezug auf Basis B
e [F]p die Darstellungsmatrix in Bezug auf Basis B’
e T die Ubergangsmatrix von B nach B’

e S die Ubergangsmatrix von B’ nach B
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Dann es gilt
[Flg=T""'[Flp-T=S-[F|g-S* (5.44)

und

[Flgp =T [Flp- T =S5"-[F]p-§ (5.45)

Beispiel 78. Seien wieder B = (e, e2) die Standardbasis und B’ = (e; + €3, €2 — 1) = (€], €)).

* (Flp = (;) i) (5.46)

S = G _11) (5.47)

Aus dem letzen Beispiel wissen wir

Also gilt
' (—11 1) ' (;, i) ' G _11) (5.48)

Beispiel 79. Gegeben seien

O o G I I

Man definiert die Basen
A= (a1,az), B = (by,by), C = (c1,c2) (5.50)

Fiir diese Aufgabe definiert man die Notation Ti 4, die die Basiswechselmatrix fiir den Ubergang
A — C entspricht.

Frage:
e Bestimmen Sie die Basiswechselmatrizen Toa, Tac, Tor, Trc, Tan, Tha

Losung. Man sieht sofort dass C' der Standardbasis entspricht. Man kann die Vektoren der
Basis A mit denen der Basis C' schreiben:

a] =C + ¢ , Qg = 201 + 362 (551)

Also, falls sie in Matrixschreibweise dargestellt wird (ndhmich Koeffizienten von ¢; in der ersten
Zeile und Koeffizienten von ¢ in der zweiten Zeile) ist die Ubergangsmatrix

Tos = G g) (5.52)

Wir wissen, dass fiir Ts¢ (also fiir die andere Richtung) gilt

- ﬁ (—31 _12) (5.53)
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Analogerweise kann man schreiben:
b1 = 301 + 062 s bg = —261 — Co (554)

Also, falls es in Matrixschreibweise dargestellt wird, ist die Ubergangsmatrix

Tep = (3 :?) (5.55)

und
- (—3—1—0) <_01 3) (5.56)

Man konnte jetzt dasselbe Verfahren fiir das letzte Paar von Matrizen anwenden, aber wir
haben gelernt dass es gilt
Tap =Tac - Tcs (5.57)

Bemerkung. Falls dieses Konzept nicht klar ist, denk mal intuitiv: Wir wollen Ubergangsmatrix
B — A finden. Beginnt man von rechts die obige Relation zu lesen, sieht man dass man geht
folgende Ubergéinge durchgeht:

B—-C, C—>A (5.58)

Also
B— A (5.59)

Zuriick zu unserer Relation, berechnet man

Tap =Tac-Tcs

_ (3 -2\ (3 -2
S\-1 1 0 -1 (5.60)
(9 —4
S \-3 1
Jetzt, um T4 zu finden, kann man entweder 145 invertieren, oder besser wie oben berechnen:

Tpa=1Tpc-Tca

- (i f)(i g) (5.61)

e Gegen seien die Punkte

(), o (),

Geben Sie die Koordinaten von P und @ beziiglich aller anderen Basen an.
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Losung. Hier sieht man wieso Ubergangsmatrizen so wichtig sind: da wir alle Ubergéinge bereits
berechnet haben, muss mann jetzt einfach die richtigen Matrizen/Vektoren multiplizieren.

) )00,
Q="Tea- G)A _ @C — Ty G)A _ (:i) (5.64)

und
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Beispiel 80. Betrachten Sie die Abbildung F': R® — R3 gegeben durch

x Tx + 5y — 8%
y| = | 5z+3y—4z|. (5.65)
z —r — 3y + 8z

a) Geben Sie die Darstellungsmatrix von F' beziiglich der Standardbasis € = {ey, e, €3} von
R? an.

b) Gegeben sei die Basis B = {by := ey, by := e1+ey, by := es+e3} von R3. Finden Sie die
Ubergangsmatrix 7" von B nach & (d.h. die Matrix T" € R3*3) welche Koordinaten
beziiglich B auf Koordinaten beziiglich £ abbildet) und ihre Inverse 7.

¢) Berechnen Sie die Darstellungsmatrix von F' beziiglich B unter Verwendung der Ubergangsmatrix
T und ihrer Inversen.

d) Bestimmen Sie eine Basis des Kerns von F' und eine Basis des Bildes von F', und geben
Sie die jeweiligen Dimensionen an.
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Loésung.

a) Es lasst sich direkt ablesen, dass die Darstellungsmatrix [F|g von F' beziiglich der Basis
& wie folgt lautet:

75 -8
Fle=|5 3 —4]. (5.66)
-1 -3 8

b) Die j-te Spalte der Matrix T entspricht dem Koordinatenvektor von b; beziiglich der
Standardbasis € (j = 1,2, 3). Das heisst:

1
T=10 (5.67)
0

O =
N

Die Inverse T lisst sich auf verschiedene Arten berechnen; wir wenden z.B. das Gauss-
Jordan-Verfahren an:

1 10(1 00 1 10(1 0 O 1001 -1 1
01101 0]~1010/01-1]}~}(0100 1 -1
00 1/0 01 00 100 1 0010 0 1
—~(T13) (I
(5.68)
Also:
1 -1 1
T =10 1 -1 (5.69)
0 0 1
¢) Man bemerke, dass
[Flg =T 'FeT. (5.70)
Nun multiplizieren wir die Matrizen in (5.70) und erhalten die gesuchte Darstellungsma-
trix:
1 -1 1 7 5 =8 110
[Flg=(0 1 -1 5 3 —4 011
0o 0 1 -1 -3 8 00 1
(5.71)
1 0 3
= 6 12 —6
-1 —4 5

d) Wir wenden das Gauss-Verfahren auf die Darstellungsmatrix [F]e an, um sie auf Zeilen-
stufenform zu bringen:

7 5 -8 1 3 -8 1 0 1
5 3 4] ~10 —-12 36 ]~ |0 1 -3 (5.72)
-1 -3 8 0 —16 48 00 O
Folglich ist
—1
Ker(F)=<t| 3 | :teR, (5.73)
1
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und die Menge, die nur aus dem Vektor (—1,3, 1)T besteht, eine Basis von Ker(F'). Es gilt
also dim Ker F' = 1.

Andererseits liest man aus der Zeilenstufenform von [F|¢ ab, dass

51, 3 (5.74)

eine Basis des Bildes von F ist, denn diese Spalten von [F|¢ entsprechen den Pivotspalten.
Somit ist dim Bild(F") = 2.
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Beispiel 81. Sei C' der Vektorraum der stetigen Funktionen f : R — R, und sei V' C C' der
Unterraum erzeugt von

B = {cos(z),sin(z), 1, z, 2}, (5.75)

wobei B eine Basis von V' ist. Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix [L]z der linearen Abbildung
L:V =V, fx) = f(z)+ f(z) + f(z) (5.76)

beziiglich B in der oben gegebenen Reihenfolge.
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Losung. Man berechnet
L(cos(x)) = cos(z) — sin(x) — cos(z) = — sin(x)
L(sin(z)) = sin(z) + cos(x) — sin(x) = cos(z)
L(1)=1 (5.77)
L(z)=z+1
L(z?) = 2 + 2z + 2
Es folgt daraus, dass
0 1 000
-1 0 0 0 0
Ls=|0 0112 (5.78)
0 001 2
0 0001
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6 Eigenwertproblem

6.1 Definitionen
Sei F/:C"+— C",z— Az, A € C™"

Definition 44. Sei A € C"*". Dann heisst A € C ein Eigenwert (EW) von A, falls ein
x € C", x # 0 existiert, so dass
Az =\ (6.1)

Eine kurze Herleitung bringt uns zu
Theorem 19. Eine Zahl A € C ist ein Eigenwert von A € C"*" genau dann wenn
det(A— A1) =0 (6.2)
Bemerkung. Die Losungen der Gleichung sind dann die Eigenwerte der Matrix.

Definition 45. Man nennt das Polynom
Pa(\) = det(A — A1) (6.3)
das charakteristisches Polynom von A. Dieses Polynom ist von Grad n.

Definition 46. Die Vielfachheit von A heisst algebraische Vielfachheit und fiir A € C"*"
gilt:

e [Eis existiert mindestens ein Eigenwert
e Es existieren hochstens n Eigenwerte

e Die Summe der algebraische Vielfachheiten muss immer n sein
Definition 47. Es gilt weiter

(a) Die Eigenwerte einer Dreiecksmatrix sind die Elemente der Diagonalen.
(b) Ist A Eigenwert von A, dann ist A~ Eigenwert von A~1.

(c) Die Spur einer diagonalisierbaren Matrix (spur(A)) ist definiert als die Summe ihrer
Eigenwerte (Vielfachheit).

(d)
det(A) = M- Ag ...+ A (6.4)

A= ([1) g) (6.5)

Pa(\) = det(A — \1)

= det (1 6 A 5 E A) (6.6)

—(1-X)-(2-)N)=0

Beispiel 82. Fiir die Matrix

gilt

Also die Eigenwerte der Matrix sind
)\1 - ]., )\2 - 2 (67)
und haben algebraische Vielfachheit 1.
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Definition 48. Die nichttriviale Losungen des LGS
(A=X\)z =0 (6.8)

heissen Eigenvektoren der Matrix A. Sie bilden einen Unterraum und man nennt diesen den
Eigenraum FE, von A zu \.

Definition 49. Die Dimension des Eigenraums heisst dann geometrische Vielfachheit und
ist gleich der Anzahl der freie Parameter des LGS.

Theorem 20. Es gilt
1 < geometrische Vielfachheit < algebraische Vielfachheit < n (6.9)
Beispiel 83. Fiir das obige Beispiel muss man jetzt fiir die zwei Eigenwerte

(A= M)z =0 (6.10)

(99]9) 611)

also mit z; freie Parameter und x,=0 folgt

By = By — {(é)} (6.12)

-1 010
(000 -
also mit zo freie Parameter und x;=0 folgt
0
E,,=FE, = {(l)} (6.14)

Beide Eigenrdume haben Dimension und also geometrische Vielfachheit 1.

Beispiel 84. Sei

berechnen. Beginnt man mit A\,

und fiir Ay gilt

(6.15)

Frage: Berechnen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix, mit deren Vielfachheiten.
Losung. Es gilt

—6-XA 0 0
PiN) =det(A— M) =det| 1 2-x 0 (6.16)
0 7 —3-2A

Man sieht hier dass diese eine Dreiecksmatrix ist, und also die Determinante besteht aus den
Produkt der Diagonalelemente, ndmlich

PyA)=A+6)-(2=X)-3+XN) =0 (6.17)
Also
A1 = —6 mit algebraische Vielfachheit 1

A2 = 2 mit algebraische Vielfachheit 1 (6.18)
A3 = —3 mit algebraische Vielfachheit 1

Jetzt muss man die Eigenwerte in die Formel einsetzen und die Eigenvektoren berechnen:
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e B\, =L
=0

e

(6.19)

—_

0o
wo o g
o o

mit zwei Zeilenvertauschungen erhélt man

1 80
07 3
0000

o O

(6.20)

24y

L. Also erhalt man

Sei x3 = t, dann gilt x5 = —%t und z, =

24
Es={|-3]} (6.21)
7

i E>\2 :EQ

(A= X1z =0
80 0|0
1 0 010
0 7 =50

(6.22)

Man sieht einfach dass x1 = 0. Sei dann x5 = ¢ und folgt x5 = gt. Also erhélt man

0
E,={[5]} (6.23)
7

hd E>\3 = E—3

(A= X1z =0
—3 0 00 (6.24)

1 5 010

0 7 010

Man sieht einfach dass 1 = x93 = 0. Sei dann x3 = t und man erhélt

0
Es={[0]} (6.25)
1

Alle Eigenrdume haben einen einzigen freien Parameter und deshalb geometrische Vielfachheit
1.
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Beispiel 85. (Basispriifung Winter 2014 - Aufgabe 2a)) Sei

3 4 4
0 5 -8 (6.26)
0 4 -7

Frage: Berechnen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix, mit deren Vielfachheiten.

Losung. Es gilt

-3-X 4 4
Py(\) = det 0 5-X -8
0 4 =T—=A (627
6.27
5-X =8
:—(3+)\)-det< 4 _7_A)

=B+XN*-(A-1)=0
Also

A1 = —3 mit algebraische Vielfachheit 2

. ) . ) (6.28)
Ao = 1 mit algebraische Vielfachheit 1

Jetzt muss man die Eigenwerte in die Formel einsetzen und die Eigenvektoren berechnen:

hd E)q - E—3

0 8 =810
0 4 —410
mit zwei einfache Subtraktionen erhalt man
0 4 —410
00 010 (6.30)
00 010
Seien 1 = t, x5 = u. Dann gilt x5 = u. Also erhélt man
1 0
Es={l0],(1]} (6.31)
0 1
Da man hier zwei freie Parametern hat, ist die geometrische Vielfachheit 2.
L4 E>\2 - El
—4 4 410 (6.32)
0 4 —-810
0 4 =810
Sei x3 = t. Dann x9 = 2t und x; = t. Also erhalt man
1
Er={|2]|} (6.33)
1

Da man hier ein freien Parameter hat, ist die geometrische Vielfachheit 1.
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Theorem 21. Seien A\, A9, ..., \x paarweise verschiedene Eigenwerte von A. Dann sind die
Eigenvektoren x1, zs, ..., x; linear unabhéngig.

Definition 50. Seien A und B € C™*"™ . Man nennt sie &hnlich falls es gilt

B =T 1AT (6.34)
fiir eine reguldre Matrix 7' € C"*".
Theorem 22.

(i) Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristisches Polynom und dieselbe Eigenwerte,
mit derselben algebraische Vielfachheit.

(ii) Ist B=T"'AT und X ein Eigenwert von A zum Eigenvektor x, so ist
y=T 'x (6.35)
ein Eigenvektor von B zum Eigenwert A
Definition 51.

(a) Eine quadratische Matrix A € C"*" heisst einfach, wenn jeder Eigenwert die algebraische
Vielfachheit 1 hat.

(b) Eine quadratische Matrix A € C™*™ heisst halbeinfach, wenn bei jedem Eigenwert alge-
braische und geometrische Vielfachheit iibereinstimmen.

Bemerkung.

e Jede einfache Matrix A ist auch halbeinfach
e Ist A halbeinfach, so auch A" und AT
e Ist A einfach, so nicht A"

Definition 52. Eine quadratische Matrix A € C"*" heisst diagonalisierbar, falls
3T € C" s.d. T"'AT = D = diag(dy, ..., d,) (6.36)

Theorem 23. Sei A diagonalisierbar. Dann sind die Spalten t t®) . . ¢™ von T die Ei-
genvektoren von A zu den Eigenwerten d;. Die Spalten von T sind dann eine Eigenbasis von

A.

Bemerkung. Man muss immer dieselbe Reihenfolge in T und in D halten!
Theorem 24. Sei A € C"*" dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) A ist halbeinfach
(ii) A besitzt eine Eigenbasis
(iii) A ist diagonalisierbar
Beispiel 86. Sei
A= @ —41) (6.37)

Frage: Berechne das charakteristische Polynom von A und iiberpriife ob sie diagonalisierbar
ist.
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Losung. Man muss iiberpriifen dass A halbeinfach ist, also dass algebraische Vielfachheiten
der Eigenwerte und geometrische Vielfachheiten der Eigenvektoren iibereinstimmen. Es gilt

Py()\) = det(A — A1) = det <1 ; A 4__1A)

) (6.38)
=\ —5)\+6
=(A=2)-(A=3)

Die Eigenwerte sind also A\; = 2 und Ay = 3 und haben beide algebraische Vielfachheit 1. Man
berechnet jetzt die Eigenvektoren von diesen Eigenwerten:

e £y =Ey
1 110 (6.39)
2 2 10

B, = (_11>} (6.40)

FE hat also geometrische Vielfachheit 1.

Man sieht einfach dass

o E>\2 - E3
(A= Aol)z =0

( _22 _11 8 ) (6.41)

o {(_21)} (6.42)

E5 hat also geometrische Vielfachheit 1. Da beide Eigenvektoren geometrische Vielfachheit ha-
ben, stimmen algebraische und geometrische Vielfachheiten {iberein und A ist diagonalisierbar.

Man sieht einfach dass

Beispiel 87.
11 0
B=|4 1 4 (6.43)
-2 -1 -1
Frage: Berechne das charakteristische Polynom von B und {iberpriife ob sie diagonalisierbar
ist.

Losung. Man muss iiberpriifen dass B halbeinfach ist, also dass algebraische Vielfachheiten
der Eigenwerte und geometrische Vielfachheiten der Eigenvektoren iibereinstimmen. Es gilt

Pg(\) = det(B — \1)
1-x 1 0
—det| 4 1-X 4 (6.44)
—2 -1 —1-2A

=—(A—12%-(A+1)

Die Eigenwerte sind also A; = 1 mit algebraischer Vielfachheit 2 und Ay = —1 mit algebraischer
Vielfachheit 1. Man berechnet jetzt die Eigenvektoren von diesen Eigenwerten:
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o b, =L
4 0 410
-2 -1 =210
Man sieht leicht dass x9 = 0 und also dass
1
Er={| 0 |} (6.46)
—1

E; hat also geometrische Vielfachheit 1, die aber mit der algebraische Vielfachheit von A; (die
2 ist) nicht iibereinstimmt. B ist also nicht diagonalisierbar.

6.2 Eigenwertproblem symmetrischer Matrizen

Theorem 25. Sei A € R"*" symmetrisch. Dann gilt

(a) Alle Eigenwerte von A sind reell
(b) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal

)
)

(c) A ist halbeinfach (also auch diagonalisierbar)
)

(d) A besitzt eine ONB (man muss die Spalten von T normieren!)

Bemerkung. Falls die Eigenbasis nicht ONB ist : Gram-Schmidt Verfahren.

(e) Es gibt eine orthogonale Matrix 7" so dass

TYAT = TTAT = diag(dy, . . ., d,) (6.47)
6.2.1 Examples
Beispiel 88. Sei
-3 4 —4
A= 0 5 -8 (6.48)
0 4 —7

Frage: Diagonalisieren Sie A so dass es gilt
D=T"1AT (6.49)

Ist A invertierbar? Kann man T orthogonal wahlen? Falls ja geben Sie ein solches T an.
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Losung. Man berechnet zuerst die Eigenwerte der Matrix A. Es gilt

. 4
det(A — A1) = det 0 5—X =8
0 4 —T—=A (6.50)
6.50
5—A -8
CCma ()

— (A —1)-(\+3)?

Man hat also gefunden dass A\; = —3 mit algebraischer Vielfachheit 2 und Ay = 1 mit algebrai-
scher Vielfachheit 1 sind. Man bestimmt jetzt die Eigenvektoren

L4 E/\1 - E—3
0 4 -410 (6.51)
0 8 =810
0 4 —410

Man sieht leicht dass die letzten zwei Zeilen von der Ersten abhéngig sind und dass 71 = s und
To = T3 = t. Es gllt

1 0
Es={l0],[1]} (6.52)

0 1

E_3 hat geometrische Vielfachheit 2.
[ ] E)\Z = El

—4 4 —410 (6.53)

0 4 =810

0 4 =810

Man sieht leicht dass x3 =t frei ist und dass xo = 2t, x1 =t sind. Es gilt

1
B ={|2] (6.54)
1

E7 hat geometrische Vielfachheit 1. Jetzt, wo man Eigenwerte und Eigenvektoren berechnet
hat, setzt man alles zusammen und schreibt D und T:

-3 0 0
D=0 =30 (6.55)
0 0 1
und
1 01
T=10 1 2 (6.56)
011
wobei ich einfach in D die Eigenwerte und in T die Eigenvektoren eingesetzt habe (Reihenfol-

gelll). Fiir diese D und T gilt
D=T"1AT (6.57)
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Falls A nicht invertierbar ist, es muss gelten
det(A) =0 (6.58)

Da wir die Eigenwerte bestimmt haben, kénnen wir eine bekannte Eigenschaft der Determinante
benutzen, ndmlich

In unserem Fall gilt
det(A) =X - Xg=(-3)2-1=9+#0 (6.60)

Also A ist invertierbar! Da A nicht symmetrisch ist, kann man 7" nicht orthogonal wahlen. Man
kann das verstehen auch mit einem Blick auf T: die Spalten sind nicht orthogonal und bilden
deshalb keine Orthonormalbasis.
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Beispiel 89. Von der 3x3—Matrix A sind die Eigenwerte und die Eigenvektoren bekannt

1 4 0
2| EVzum EW )\ =0, |5 | EVzum EW Xy = =3, [ 2| EV zum EW A3 =3 (6.61)
3 6 0

Frage: Ist A diagonalisierbar? Falls ja, bestimmen Sie A.
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Losung. Wir wissen dass A genau dann diagonalisierbar ist, wenn die algebraischen Vielfach-
heiten mit den geometrischen Vielfachheiten iibereinstimmen. Hier ist das der Fall, weil alle die
Eigenwerte algebraische Vielfachheit 1 und alle die Eigenvektoren geometrische Vielfachheit 1
haben. Wir miissen jetzt also unsere Matrix A bestimmen. Da A diagonalisierbar ist, wissen
wir dass es gilt

A=TDT™! (6.62)
Man kann D und T schreiben:
0 0 0
D=0 -3 0 (6.63)
0o 0 3
und
1 40
T=12 5 2 (6.64)
36 0
Um die oben geschriebene Relation benutzen zu kénnen, muss man 7! berechnen
1 40 1 00 1 4 0 1 00
25 2| (o1 0] =25 (0 -3 2)[-21 0
36 0 001”‘“0—60 -3 0 1
1 4 1 0
=211 9 0
0 4 1 -2 1
1 0 1 0 0
I+Lt.a11
+—>(0 3 0 -5 0 3
0 0 1 -2 1
, (6.65)
1 O -1 0 3
sradl | _% 0 %
0 O 1 2 1
-1 0 2
LI 1 O O 1 1
— 1o 10 3 0 —%
-3 \g o 1 11 1
T4 2 1
=71
Jetzt kann man einfach A bestimmen. Es gilt
A=TDT!
-1 0 3
140 0 0 0 ) .
—{25 2] {0 =30 3 0 —§
360 0 0 3 11 1 (6.66)
1 2 1
—6 0 2
=|1-9 3 1
-9 0 3
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Beispiel 90. Sei

A= (6.67)

O O N
S O NN O
O N OO
N O O

Frage: Diagonalisieren Sie A so dass es gilt
D=T1AT (6.68)

Kann man T orthogonal wihlen? Falls ja geben Sie ein solches T an.
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Losung. Man berechnet zuerst die Eigenwerte der Matrix A. Es gilt

2-X 0 0 1

0 2-X 0 0

det(A — A1) = det 0 0 2-)% 0
1 0 0 2-)\ (6.69)

=2-N*[2-2*-1]
=(2-X2-3=XN)-(1-X

Man hat also gefunden dass A\; = 2 mit algebraischer Vielfachheit 2, Ay = 3 mit algebrai-
scher Vielfachheit 1 und A3 = 1 mit algebraischer Vielfachheit 1 sind. Man bestimmt jetzt die

Eigenvektoren

o Fy = Es
000 1|0
00 0O0]0 (6.70)
0 00 O0]0
1 00 00
Man sieht leicht dass 1 = 0 und dass x4 = 0. Seien x5 = s und z3 = t. Es gilt
0 0
1 0
Ey ={ ol |1 } (6.71)
0 0
E5 hat geometrische Vielfachheit 2.
o [\, =E;
(A= X1z =0
-1 0 0 110
0O -1 0 0|0 (6.72)
0O 0 -1 010
1 0 0 -—-110
Man sieht leicht dass x5 = 0, 3 = 0 und z; = x4. Es gilt
1
0
B={|,} (6.73)
1
E5 hat geometrische Vielfachheit 1.
o b, =L
(A — /\31).T =0
1 00 10
01 000 (6.74)
00100
1 00 10
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Man sieht leicht dass o =0, x3 = 0 und x4 = —x,. Es gilt

By ={ } (6.75)

1

0

0
-1

E; hat geometrische Vielfachheit 1. Jetzt, wo man Eigenwerte und Eigenvektoren berechnet
hat, setzt man alles zusammen und schreibt D und T:

2 000
0200
D= 0010 (6.76)
00 0 3
und
00 1 1
10 0 O
T = 01 0 0 (6.77)
00 -1 1

wobei ich einfach in D die Eigenwerte und in T die Eigenvektoren eingesetzt habe (Reihenfol-
gelll). Fiir diese D und T gilt
D=T"1AT (6.78)

T kann orthogonal gewéhlt werden, weil A symmetrisch ist! Man muss nur aufpassen, und
schauen ob die Spalten von T normiert sind (orthonormal). Durch Normierung erhélt man

(6.79)

(@)

—_
S o sk
S o o sk
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6.3

Anwendungen

6.3.1 Berechnung von A*r (Kochrezept)

Sei A € C"*" diagonalisierbar und x € C*. Man will y = A*z, k € N berechnen

(1)

(6)

(7)
(8)

Lose Eigenwertproblem (EWP) von A: berechne Eigenwerte, Eigenvektoren und also T

s.d.
T 'AT =D (6.80)
Lose das LGS Tz = x nach z
Berechne D*, dann gilt
w = D"z (6.81)
Dann ist
y="Tw (6.82)

Falls A symmetrisch ist, kann man T orthogonal wahlen. In diesem Fall gilt
A* =TDT™ (6.83)

Bemerkung. Es ist klar, dass in diesem Fall nichts mehr gemacht werden muss, da man
schon T und T7T kennt.

Falls A nicht symmetrisch ist, kann man nicht T orthogonal wahlen. In diesem Fall gilt
AF =TDF! (6.84)
Die Eigenwerte von A* sind A\¥, A5, ... A\¥ und die Eigenvektoren bleiben erhalten.

Jetzt kann man einfach mit der neu berechneten Matrix das LGS losen.

Beispiel 91. Sei

. G é) (6.85)

Frage: Berechne A"

Loésung.

Es gilt

Py(\) = det <1 I A _1A>

O (6.86)
=0
Also sind die Eigenwerte
1
A= V5 mit algebraischer Vielfachheit 1
2 (6.87)
1-v5 | . : .
Ay = 5 mit algebraischer Vielfachheit 1

Man berechnet die Eigenvektoren:
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e B\, =F. s
2

(A=XM1)z=0
< -5 1 o ) (6.88)
1 s
Man sieht leicht dass x; = 1+2‘/5 - 19. Bs gilt

1+/5
By :( i ) (6.89)

E .. hat geometrische Vielfachheit 1.
2

o b\, =FE,_ x5
2

( 1-1=5 1 o ) (6.90)
-5
1 —1=2 10
Man sieht leicht dass z; = %5 - 9. Es gilt
1-v5
Er s = < i ) (6.91)

E,_ s hat geometrische Vielfachheit 1. Jetzt, wo man Eigenwerte und Eigenvektoren berechnet

2
hat, setzt man alles zusammen und schreibt D und T:

1+v5 0
2
2
und
14Vh 1-v5
T — 2 2 (6.93)
1 1
Um (6) anzuwenden, muss 7! berechnet werden:
1-v5
A Lo
Cdet(T) |\ -1 15
Y (6.94)
1 2
= — f
\/5 -1 1+2 5
Also mit der Anwendung von (6) folgt
A" =TD"T™!
1 1 0 15 VB o\ -1 5
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Beispiel 92. Sei

2001
0200
A= 00 2 0 (6.96)
1 00 2
Frage: Berechnen Sie A3.
Losung. Wir haben im vorherigen Kapitel D un T orthogonal berechnet, ndmlich
2000
0200
D= 0010 (6.97)
000 3
und L
00 % &
10 0 O
T = 01 0 0 (6.98)
-1 1
00 % %
Wir wenden Schritt (5) des Kochrezeptes fiir £ = 3 und erhalten
11
00 %5 &% ; 0 1.0 0
2000
, 100 0 020 0 0010
T-D°-T" = 19 0 =L
01 0 O 0010 V2 V2
1 1 000 3 1 1
00 % % n V0 (6.99)
14 0 0 13
10 80 0
|10 08 0
13 0 0 14
6.3.2 Berechnung d Matrixexponentials e* (Kochrezept)
Sei A € R™*™ symmetrisch. Nach Definition gilt
o0 An
GAZZE (6.100)
n=0
Wir haben auch gesehen dass
T'AT =D (6.101)
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Wenn man die beiden Relationen kombiniert, erhalt man

n! (6.102)

Also, in einer Formel geschrieben
e =TelPT! (6.103)

Bemerkung. Folgende Eigenschaften konnen die Berechnungen vereinfachen:

(a)

At = (eMT (6.104)
(b) Falls ' stetig differenzierbar ist, gilt
i(e“‘) =A-e (6.105)
dt ‘
(c)
(et =¢e4 (6.106)
(d) B
P AP = pTledp (6.107)
(e)
det(e?) = ePur) (6.108)

Beispiel 93. Sei
5 —6
A= <3 _4) (6.109)
Frage: Man berechne e?.
Losung. Wir bestimmen zuerst die Eigenwerte von A. Es gilt

Pa(N) = det(A — M)

5-X -6
:det( 3 —4—A) (6.110)
=N -A-2
(A -2 (A+1)

Wir haben also Ay = 2 und Ay = —1 gefunden, beide mit algebraischer Vielfachheit 1. Wir
berechnen jetzt die Eigenvektoren:

o b\ =F,
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Gioele Zardini

(6.111)

3 =610
3 =610
Man sieht leicht dass die zwei Zeilen identisch sind. Es folgt x5 =t und z; = 2t. Es gilt
2
Ey = <1> (6.112)
E5 hat geometrische Vielfachheit 1.
i E/\Q = E—l
(6.113)

6 —6|0
3 =310

Man sieht leicht dass die zwei Zeilen linear abhéngig sind. Es folgt x5 = z1 = t. Es gilt

B = G) (6.114)
E_; hat geometrische Vielfachheit 1. Man kann jetzt D und T schreiben
2 0
D= (0 _1) (6.115)
und
2 1
T = (1 1) (6.116)
Um die allgemeine Formel benutzten zu kénnen muss man 7! berechnen. Es gilt
(6.117)

Pt () )
Falls man jetzt man die allgemeine Formel benutzt, erhélt
et = TePT!
_(2 1)_(62 0)_(1 —1)
S\l 1 0 et -1 2 (6.118)

_ (262 —e b —2e2 4 26_1)

e? —et 2e 1 — 2

Beispiel 94. Sei
0
0 (6.119)

I

I
O O =
S W O
—

9

Frage: Man berechne det(e?).
Losung. Man benutzt Regel (e): Man sieht leicht dass hier die Diagonalelemente schon den

Eigenwerten der Matrix entsprechen und man berechnet

spur(A) = A1 + Ao + A3
—1+3+19 (6.120)
=23
Es gilt also
det(e?) = esPrd) = 23 (6.121)
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6.3.3 Die Matrixnorm
Es gilt
(i) Fiir jede quadratische Matrix A gilt

|All2 = /ltmaz = v/maximale Eigenwert von AT A (6.122)

(ii) Fiir jede orthogonale Matrix A gilt

1Alls =1 (6.123)
(iii) Fiir jede symmetrische Matrix A gilt
|A[l2 = maz(|Ai]) (6.124)
(iv) Fiir jede reguldre Matrix A gilt
[ — ! (6.125)

VHmin \/minimale Eigenwert von AT A

(v) Fiir jede regulidre und symmetrische Matrix A gilt

1

—1 _
Al = i

(6.126)

(vi)
|A||1 = maximale Spaltensummennorm = Addition des Betrages der Eintréige der Spalte
(6.127)

(vii)

||Al|cc = maximale Zeilensummennorm = Addition des Betrages der Eintrige der Zeile

(6.128)
Bemerkung. Man macht das fiir alle Zeilen/Spalten, dann wéhlt man das Maximum!
Beispiel 95. Sei wie oben
10 0
A=[0 3 o0 (6.129)
0 0 19
Da A symmetrisch ist, es gilt
I|All2 = mazx(|\;]) = 19 (6.130)
Beispiel 96. Sei
1 2 7 =34
2 3 3 -3
A=112 4 10 -4 (6.131)
2 2 3 =7
Es gilt
Alloo=14+24+7+34 =44 (6.132)

wo ich erkannt habe, dass die Summe der Elemente der ersten Zeile die grosste ist. Es gilt weiter
|A|1 =34+34+4+7 =148 (6.133)

wo ich erkannt habe, dass die Summe der Elemente der vierte Spalte die grosste ist.
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6.3.4 Die Hauptachsentransformation quadratischer Formen

Definition 53. Sei A € R™*" symmetrisch. Dann heisst

qa(z) = (x, Az) = 27 Az = Z Qjj - T+ X (6.134)

ij=1
quadratische Form von A.
Theorem 26. Sei () € R™*" orthogonal. Dann gilt

(a) A € Cist ein Eigenwert von @), dann gilt

A =1 (6.135)
(b) Die Eigenvektoren von verschiedenen Eigenwerten von Q sind immer orthogonal.

Kochrezept

Sei A € R™™ symmetrisch, S = (e, ..., e(™) die Standardbasis in R” und B = (¢, ... ™)
die orthonormale Eigenbasis von A.

(i) Lose Eigenwertproblem (EWP) von A

(ii) Orthogonalisiere T (Eigenvektoren normieren und falls notig Gram-Schmidt Verfahren
anwenden) so dass

TTAT = D (6.136)
(iii) Sei y = TTx. Mit der Orthogonalitiit von T folgt

r="Ty (6.137)

(iv) Setze in die quadratische Form ein

qa(z) = 2" Av = y" Dy = Z di - y? (6.138)

i=1

(v) Die quadratische Form sollte jetzt keine gemischten Terme mehr enthalten, diese Form
heisst Normalform.

6.3.5 Kegelschnitte
Definition 54. Die Menge
Q={rcR"|27Az+a’2+b=0, a €R", b€ R} (6.139)

heisst Kegelschnitt/Quadrik.

Bemerkung. Bei gegebener quadratischen Form, findet man durch eine Hauptachsentransfor-
mation und eine Translation um welche Art Kegelschnitt/Quadrik es sich handelt.

Tabelle 2 und Tabelle 3 fassen die wichtigste Kegelschnitte/Quadriken zusammen:
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Rang(A) =1

2> —cy =0 Parabel

22 —a?=0 Zwei parallele Geraden

22 +a*>=0 Leere Menge

Tabelle 2: Fall Rang(A) = 1.

Rang(A) =2
z_i 4 g—j —1=0 Ellipse/Kreis
Z‘_i _ Z_j —1=0 Hyperbel
i—z + z—j +1=0 Leere Menge
22 —0*y? =0 Zwel Geraden die sich schneiden

2?2+ b%y? =0 Punkt

Tabelle 3: Fall Rang(A) = 2.

Beispiel 97. Gegeben sei die quadratische Form

1 1
q¢:R*—R, qz)= 5:1612 + V3 1y — 53:3, r = (2) (6.140)

Frage:
e Finden Sie eine symmetrische Matrix A, so dass ¢(z) = 27 Ax gilt.

Lésung. Ein solches A muss man sofort mit Erfahrung sehen: Die Elemente die z? multi-
plizieren, sind auf der Diagonalen und die Hélfte des gemischten Produktes auf die anderen
gespiegelte Elemente. Mathematisch gezeigt:

b x
2T Ar = (2, z .(a )(1)
(o 22) () o (6.141)
= ax? + 2bx 29 + T3

In unserem Fall ist die gesuchte A

A= % (¢1§ f?) (6.142)

e Fiihren Sie die Hauptachsentransformation y = Tz durch und geben Sie die Normalform
von ¢ an.

Losung. Wir wenden das Kochrezept an. Zuerst muss man die Eigenwerte von A finden. Es
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gilt
Ps(A) = det(A — A1)
1 V3
= det QL??)\ _;2_ A (6.143)
2 2 '
=\ -1
=A=1)-(A+1)

Wir haben also Ay = 1 und Ay = —1 gefunden. Man berechnet jetzt die zugehorige FEigenvek-
toren: es gilt

o By, = E
(A=XM1z=0
L (6.144)
s -0

Man sieht leicht dass die erste und die zweite Zeile linear abhéngig sind. Es folgt 1 = s und
9 = v/3s. Es gilt
E, = (ﬁ) (6.145)

E1 hat geometrische Vielfachheit 1.

L] E)\2 = E*l

0 ) (6.146)

Man sieht leicht dass die erste und die zweite Zeile linear abhéngig sind. Es folgt o = s und

z1 = —V/3s. Es gilt
E_, = <‘/§) (6.147)

—1

E_1 hat geometrische Vielfachheit 1. Man muss jetzt die zwei Eigenvektoren normieren und,
falls notig, orthogonalisieren. Man sieht leicht dass die zwei Vektoren schon senkrecht sind: man

muss nur die zwei normieren. Es gilt
1
Er,.. = B (\/§> (6.148)

und

B, = % (\/g) (6.149)

Wir schreiben jetzt

1 (V3 V3
T = 5 ( 1 _1) (6.150)
Mit unserem Kochrezept gilt weiter
r="Ty (6.151)
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Wir substituieren und erhalten
a 6.152
= (yl yz) “\o -1/ Yo

Diese ist die gesuchte Normalform.
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Beispiel 98. Gegeben sei die quadratische Form

q¢:R*—R, q(z) =062 —4o12y + 323, == (2) (6.153)

e Finden Sie eine symmetrische Matrix A, so dass ¢(z) = 27 Ax gilt.

A= (_62 _32> (6.154)

e Ein Kegelschnitt Q ist gegeben durch

Losung. Man sieht leicht dass

g(x)+a'z =0 (6.155)

o= @ (6.156)

Fiihren Sie die Hauptachsentransformation y = 7'z und eine Translation und bringen sie
q auf die Normalform.

Losung. Man berechnet im ersten Schritt die Eigenwerte der Matrix A. Es gilt
Ps(A) = det(A — A1)

6—\ —2
= det
) (—2 —3—A) (6.157)
=X —-9\+14
=(A=2)-(A=T7).

Wir haben also \; = 2 und A\, = 7 gefunden. Man berechnet jetzt die zugehorigen Eigenvekto-
ren: es gilt

[ J E)\l = EQ
(A= M1z =0

(_42 —12 8) (6.158)

Man sieht leicht dass die erste und die zweite Zeile linear abhéngig sind. Es folgt z; = s und

ro = 2s. Es gilt
By = (;) (6.159)

E5 hat geometrische Vielfachheit 1.
o E/\Q - E7

<—1 —2 0) (6.160)
—2 —410

Man sieht leicht dass die erste und die zweite Zeile linear abhéngig sind. Es folgt x5 = s und
x1 = —2s. Bs gilt
B, = (_12) (6.161)
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E7 hat geometrische Vielfachheit 1. Man muss jetzt die zwei Eigenvektoren normieren und,
falls notig, orthogonalisieren. Man sieht leicht dass die zwei Vektoren schon senkrecht sind:
man muss nur die zwei normieren. Es gilt

Egnew = % (;) (6.162)

E,. = % (_12) (6.163)

T = i{) G _12> (6.164)

r="Ty (6.165)

und

Wir schreiben jetzt

Mit unserem Kochrezept gilt weiter

Wir substituieren und erhalten
¢(Ty) +a"Ty = (Ty)" A(Ty) +a" Ty
20 (6.166)
=27+ Tys + —=1y1 =0
Y1 Yo \/53/1
Mit quadratischem Ergénzen folgt
2. (y1 +V5)2 + Ty —10 =0 (6.167)

Hier spielt die Translation eine wichtige Rolle: man sieht dass es eine Translation

y+ (\65) (6.168)

=t () (6.169)

gibt. Man definiert hier

0

und erhalten

2 2
27 125

=4+ —= = 6.170
5 10 ( )
Diese ist die gesuchte Normalform.

e Skizzieren Sie den Kegelschnitt (Q im x-Koordinatensystem

Losung. Es ist hier sinnvoll zuerst den Kegelschnitt im z-Koordinatensystem anzuschauen.
Die obige Gleichung entspricht, geméss unserer Tabellen, einer Ellipse mit Halbachsenléngen

V5 und ,/% und Mittelpunkt bei z = (8) Das kann man in y-Koordinaten als y = <_(\)/5)

und dann in x-Koordinaten als

r="Ty

- % G _12> ' <_\/5> (6.171)

Die grosse Halbachse ( v/5) hat Richtung (1

0) in beiden z- und y-Koordinatensystemen. Das

entspricht die Richtung 5 | I x-Koordinatensystem. Die kleine Halbachse ist natiirlich senk-

recht dazu. Auf Abbildung 1 kann man die Darstellung der Ellipse beobachten.
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Abbildung 1: Darstellung der Ellipse.

6.3.6 Lokale Extrema

Definition 55. Sei A € R™*™ symmetrisch. Seien
e p =Anzahl positiver Eigenwerte von A
e n =Anzahl negativer Eigenwerte von A
e 2 =algebraische Vielfachheit von A =0

Dann heisst
(p.1,2) (6.172)

die Signatur von A.
Beispiel 99. Sei
A= G é) (6.173)
Frage: Berechne die Signatur von A
Losung.

Es gilt

Py()\) = det (1 I A _1A>

=N -A-1=0

(6.174)
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Also sind die Eigenwerte

1++5

A= mit algebraischer Vielfachheit 1 .
A75
Ay = L _2\/5 mit algebraischer Vielfachheit 1. ( )
Es gibt 1 positiven und 1 negativen Eigenwert, also
S =(1,1,0) (6.176)
Definition 56. Die quadratische Form q4(z) = z7 Az heisst
(i) positiv definit, falls fiir  # 0 gilt
ga(xz) >0 (6.177)
(ii) negativ definit, falls fiir x # 0 gilt
qa(z) <0 (6.178)
(iii) positiv semidefinit, falls Vz gilt
qa(z) >0 (6.179)
(iv) negativ semidefinit, falls Vz gilt
qa(r) <0 (6.180)

(v) indefinit, falls ga(z) sowohl positive und negative Werte annimmt
Theorem 27. Ich bezeichne hier unten die Eigenwerte mit \;. Es gilt

(a) D =diag(a,...,q,) ist positiv definit <= «; > 0 Vi

(b) A € R™™ ist symmetrisch und A ist positiv definit <= \; > 0 Vi

(c) A € R™" ist symmetrisch und A ist positiv definit <= W7TAW ist positiv definit
YW € R™*™ regulér

(d) D =diag(ay,...,a,) ist negativ definit <= «; <0 Vi
(e) A € R ist symmetrisch und A ist negativ definit <= \; < 0 Vi

(f) A € R™™ ist symmetrisch und A ist negativ definit <= W7TAW ist negativ definit
VYW € R™*™ regulér

(g) A € R™™™ ist symmetrisch und A ist indefinit <= es gibt positive und negative Eigen-
werte

Wir wollen jetzt die Definitheit einer Matrix bestimmen ohne die Eigenwerte zu berechnen.

Theorem 28. (Hurwitz-Kriterium) A = (A;;) = AT € R™" ist positiv definit genau dann,

wenn
alp ... Q4

det | : =+ | >0Vq (6.181)
;1 ... Qy

Das heisst dass man alle Unterdeterminante und ihre Vorzeichen berechnen muss. Falls die
Unterdeterminante alternierende Vorzeichen haben (d.h. Vi gerade > 0 und Vi ungerade <
0) dann ist A negativ definit. Fiir den Begriff indefinit”werden die Unterdeterminanten der
Untermatrizen keiner der obigen Regeln folgen.
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Extrema : Kochrezept
Sei f : R" — R" eine Funktion. Sei a € R". a heisst kritischer Punkt von f falls
grad(f(a)) =0 (6.182)
Die Hessche Matrix von f in a ist definiert als
2
H¢(a) = (%{gz)” (6.183)
Man kann dann drei verschiedene Félle definieren:
(I) Hy(a) ist positiv definit <= a ist ein lokales Minimum
(II) H¢(a) ist negativ definit <= a ist ein lokales Maximum
(III) Hy(a) ist indefinit <= a ist ein Sattelpunkt
Beispiel 100. Gegeben sei die Funktion
f R R, (z,y) — =122 + 52® — 12y + 32y + 3zy* + 537 (6.184)
Frage: Bestimme Hessche Matrix fiir f.
Losung. Erstens, man leitet die Funktion nach x und nach y
af 2 2
%(9@, y) = —12 + 15z° + 6zy + 3y (6.185)
und o7
a—y(x, y) = —12 + 322 + 6y + 15¢° (6.186)
Man muss jetzt die Hessche Matrix berechnen, indem man die zweite Ableitungen betrachtet:
0 f
@(1‘, y) =30z + 6y (6.187)
;;gy (x,y) = 6x + 6y (6.188)
giy];(x, y) = 6z + 30y (6.189)
Es gilt also
Hy - (30x+6y 6x—|—6y) ' (6.190)

6x + 6y 62 + 30y
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7 Ausgleichsrechnung: Methode der kleinsten Quadrate

7.1 Normalgleichungen

Wir sollten die Lineare Algebra nicht nur rein mathematisch betrachten, da sie in viele An-
wendungen ist. Was aber in realen Anwendungen geschieht, ist dass man iiberbestimmte
Gleichungssysteme 16sen muss, d.h. Systeme, wo die Anzahl der Gleichungen viel grosser ist als
die Anzahl der Unbekannten. Das Problem bei solchen Systemen ist, dass es keine allgemeine
Losung, die alle Gleichungen erfiillt, existiert. Die Idee bei solchen Problemen ist, dass man
die Gleichungen 16st und die Losungen auswihlt bei denen die Fehlerquadrate am kleinsten
sind. Normalerweise muss man ein System der Form

Az =c (7.1)
l6sen. Bei diesem Typ von Problemen gilt folgendes

Definition 57. Gegeben sei ein Systen von m Gleichungen und n Unbekannten, wobei m > n.
Man definiert die Fehlergleichungen als

Az —c=r (7.2)
wobei r1,79,...,1, die Residuen sind.

Ziel: Wir wollen Az —c =1r , A € R™" ¢, r € R™ moglichst gut 16sen, d.h. ein x € R"

finden, so dass
[Irll2 = || Az — cl|, (7.3)

minimal wird. Das ist der Fall wenn

NN E (7.4)
minimal ist.

Theorem 29. Sei A € R™*", ¢ € R™. Die Losungen des Minimierungsproblems ||Az — ¢||y =
man stimmen mit den Losungen der Normalgleichungen iiberein

AT Az = ATc (7.5)

Bemerkung. Ist Rang(A) = n so ist die Losung eindeutig bestimmt.
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Beispiel 101. Gegeben sind 4 Punkte die aus einer Messung im Labor kommen:

-1 01 2
1 3 4
Tabelle 4: Messungen im Labor.

Frage: Bestimmen Sie ein quadratisches Polynom y = f(x) = az? + bx + ¢ so dass die Summe
der Fehlerquadrate in y-Richtung
4
Z [f (i) — Z/z']2 (7.6)

minimal wird.

Losung. Aus
f(x) =ar®* + bz +c

definiert man

a(z) = 22, Blz) =2, 4(x) = 1 (7.7)
Die Matrix A ist definiert (mit unseren Messungen) als
a(=1) A(=1) ~(=1)
P O )
a(l)  p1) (1)
o  52) @) -
1 -1 1
10 0 1
1111
4 2 1
Der Vektor x ist definiert als
a
x=10b (7.9)
c
Die gemessene f ist
0
f= é (7.10)
4

Wir haben gelernt, dass die Normalgleichungen die Summe der Fehlerquadrate minimieren. In
diesem Fall

ATAx = ATf (7.11)
kann geschrieben werden als
1 01 4 (1) _01 1 a 1 01 4 (1)
-1 0 1 2 bl=(-1 0 1 2 (7.12)
1 1 11 Lol 1 1 11 3
4 2 1) \° 1
Mit den Berechnungen folgt das LGS
18 8 6 a 19
8 6 2 bl =111 (7.13)
6 2 4 c 8
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was als Losung
7 13

=0, b==, c=— 14

besitzt. Das entspricht das Polynom
7 13
= — 1
f@) = go+ o (7.15)
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Beispiel 102. Fiir die Abschétzung der Parameter A und B im Ausdruck
T(xz,y) = Az + By
werden die Messwerte T; jeweils an den Stellen (z;,v;), i = 1,...,6, erfasst:

i1 2 3 4 5
|2 0 1 1 1
yi|—2 2 -1 1 -1
T, 4 -2 =3 -1 1

(7.16)

a) Stellen Sie das iiberbestimmte Gleichungssystem fiir dieses Problem auf (d.h. die Glei-
chungen, die erfiillt werden miissten, wenn die Messwerte 7; an den Punkten (z;,v;)
fehlerfrei wéren) und die dazugehorigen Normalgleichungen.

b) Bestimmen Sie Parameter A und B, welche die Summe der Fehlerquadrate minimieren.
Sind diese Parameter eindeutig bestimmt? Begriinden Sie Thre Antwort.

c¢) Berechnen Sie die Lénge des entsprechenden minimalen Residuenvektors.
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Loésung.
a) Seien
2 =2 4
0 2 -2 A
T'=|1 -1, c=1]-3], :[:(B). (7.17)
1 1 —1
1 -1 1

Dann ist Tx = ¢ das iiberbestimmte System. Die Normalgleichungen entsprechen dem
System T "T'x = T ¢, wobei

1 (7.18)

—_ == O N
|
—_

—1 (7.19)

_ (_511).

b) Die Normalgleichungen kann man auch als

7 -5 5
NEARTEINEN 0
ausdriicken. Man sieht direkt, dass A = 0 und B = —1 eine Losung der Normalgleichungen

ist. Weil Rang(T") = 2, ist die Losung eindeutig.

Bemerkung: Das System der Normalgleichungen ldsst sich natiirlich auch mittels des
Gaussverfahrens losen.

c¢) Der Residuenvektor ist

2 =2 4
0 2 0 -2
Tr—c=11 -1 <_1)— -3
1 1 -1
1 —1 1 - 91
_9 (7.21)
0
= 4
0
0
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Sein Betrag ist also

|Tx —c|]| = V4 + 16
=20 (7.22)
=2V/5.
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7.2 QR-Zerlegung

Was wir oben gesehen haben ist nicht die beste Losung fiir ein solches Problem: Normalgleichun-
gen fithren zu numerisch ungenauen Losungen und sind daher nicht fiir prézise Anwendungen
geeignet.

Theorem 30. Sei A € R™*", n < m dann existiert € R™*™ orthogonal so dass es gilt

A=QR (7.23)

R:(%D (7.24)

wobel

Ry € R™™ ist eine obere Dreicksmatrix.

Bemerkung.
e Falls Rang(A) = n, ist Ry regulér.

e Alsorthogonale Matrix ) benutzt man oft die Givens-Rotationsmatrizen (sieh Kapitel
2.6), weil sie numerisch stabil sind.

7.2.1 QR-Zerlegung: Kochrezept

Man 16st die Fehlergleichungen Az — ¢ = r mit folgendem Verfahren
1) R=Q"A (QR-Zerlegung von A)

2) d = Q"¢ (c transformieren)

4

(1)

(2)

(3) Rox = dp (Riickwirtseinsetzen)

(4) ||r|l2 = ||d1||2 wobei d; die unteren m — n Zeilen von d sind
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Beispiel 103. Gegeben sei

T+ To — 1= T1
Ty — 3= T2 (725)

To — 4=r 3
Frage: Bestimmen Sie die Losung des Ausgleichsproblems mit der QR-Zerlegung

Losung. Wir schreiben das Problem um, so dass wir die Form Az — ¢ = r erreichen. Es gilt
11 1
A=10 1] ,¢c=13 (7.26)
01 4

Da A eine 3x2 Matrix ist, muss man Q7 als 3x3 withlen. Wie gesagt man braucht die Givens-
Rotationsmatrix, ndmlich:

1 0 0

QT=10 cos(¢p) sin(¢) (7.27)
0 —sin(¢) cos(o)

Uberlegen wir jetzt was zu machen ist: wir wollen dass

QTA=R (7.28)

R_(%j (7.29)

Falls man die Berechnung durchfiihrt, erhélt man

WO

0 0
cos(¢)  sin(o)
—sin(¢) cos(e)
1

cos(¢) + sin(¢)
cos(¢) — sin(¢)

In unserem Fall wire die obere Dreiecksmatrix

Fo = (é cos(d) + sin(¢)) (7:31)

Das heisst, dass die letzte Zeile von R verschwinden muss. Das ist nur der Fall, wenn

cos(¢) = sin(¢) (7.32)

némlich wenn ¢ = 7. Setzt man ein und erhélt

QA=

o O =
— =

(7.30)

SO = OO

1 1
QA=(0 V2 (7.33)
0 0
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Gemiss Kochrezept, definiert man

d=Q7c
1 0 0
0 Y2 2 1
_ 2 2 3
0 —V2 2 4
2 2
(7.34)
1
V2
— | 2
V2
2
Man l6st jetzt das LGS
Ryx = dy (7-35)
namlich
1

(60 (v

wobei ich fiir dy die erste zwei Zeilen von d genommen habe (wie bei Ry). Die Losung lautet

s (7.37)

r = 7
2
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Beispiel 104. Gegeben sei
4$1+ To — 9 =T

7.7}1+ To — 12:7”2 (738)
4$1+4£I?2 — 15:7’3

und
1 4 -1 8
Q= g 7 —4 —4 (7.39)
4 8 -1

Frage: Losen Sie das Ausgleichsproblem mittels QR- Zerlegung

Losung. Man kann direkt A und ¢ erkennen:

4 1 9
A=1T7 1], c=112 (7.40)
4 4 15
Man berechnet
R=Q" A
1 4 7 4 4 1
=3 -1 -4 8 71
8§ —4 -1 4 4 (7.41)
9 3
=({0 3
0 0
und
d= QT e
1 4 7 4 9
=3 -1 —4 8 12
8 —4 -1 15 (7.42)
20
=\|7
1
Man erkennt einfach dass
9 3
ne (2 "
und
do— (20) (7.44)
7
Man muss jetzt schlussendlich, das LGS
l6sen. Die Losung lautet dann
1793
3
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Beispiel 105. Gegeben sei
rT1+xet+ax3—1=m7r
[E1—|—2$2+ZE3—2:T2 (747)
To — 1= T3
und
_V2 V6 V3
2 6 3
_ V2 V6 V3
= —72 —?ﬁ —?3 (7.48)
V6 V3
0 —f
Frage: Losen Sie das Ausgleichsproblem mittels QR- Zerlegung
Losung. Man kann direkt A und ¢ erkennen:
1 11 1
A=[1 2 1|, c= |2 (7.49)
010 1
Man berechnet
R=Q7-A
V2 V2
2 2 1 11
V6 V6 V6
ol e
V3 NERRVE]
B3 B (7.50)
V2 B D
0 ¥ 9
0 0 0
und
d=Q"-c
V3
_TQ _\/Ti 0 1
V6 V6 /6 2
6 6 3
Vi E 1 (7.51)
3 3 3
_3V2
2
_ 6
2
0
Man erkennt einfach dass
0 0 0
und
_3v2
2
dy=1 _6 (7.53)
2
0

129



Gioele Zardini Lineare Algebra I/II FS 2017

Man muss jetzt schlussendlich, das LGS

16sen. Die Losung lautet dann

r=|1 |+ 0| -t teR (7.55)
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8 Lineare Differentialgleichungen

Als wichtiger Startpunkt, nehmen wir an, was schon aus der Analysis bekannt ist:

Definition 58. Fiir eine homogene lineare Differentialgleichung (DGL)
y(z)=a-y(xr), a€R (8.1)
ist die allgemeine Losung definiert als
ylx)=C-e*, C €R (8.2)
Falls man jetzt die Konstante C' bestimmen will, reicht es eine Anfangsbedingung einzusetzen

y(0) = yo (8.3)
Es gilt dann
y(x) = e - yo (8.4)

Bemerkung. Die Losugsmenge der DGL ist ein 1-dimensionaler Unterraum von C*(R) (d.h.
ein Mal stetig differenzierbar).

8.1 Lineare Systeme erster Ordnung

Wir sind in der Linearen Algebra nicht an der Losung einer einzigen Differentialgleichung,
sondern an der Losung von homogenen, linearen Differentialgleichungssystemen interessiert.

Definition 59. Gegeben sei das folgende System erster Ordnung von Differentialgleichungen

Yy = a1t +aoys + - + a1y

Yo = A1Y1 +a20Y2 + - + A2nYn
(8.5)

y;—; = A1 Y1+0n2Y2 + - + QunlYn

Wir haben gelernt, dass Matrizen sehr niitzlich sind um diese Probleme zu beschreiben, sind.
Es gilt

y = Ay (8.6)
WO
yi n air a2 ... Qin
yé Y2 Q21 Q22 ... Q2qn
vy=1.-v=|.|-A=| . . . (8.7)
y; Yn Qp1 Ap2 ... Qpp

Die Anfangsbedingung fiir ein solches Problem lautet
y(0) =yo €R" (8.8)

Die Losung ist dann

y(x) = e - yo (8.9)

Bemerkung. Die Losugsmenge der DGL ist ein n-dimensionaler Unterraum von C'!(R")
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8.1.1 Allgemeine Lésung

Intuitiv, wie wir durch Matrixexponentiale gelernt haben, konnte man die Losung sehr einfach
berechnen, indem man, falls die Matrix A diagonalisierbar ist, (A1, A2, ..., A,) Eigenwerte
von A und T regulér sind, die Relation

T7YAT = diag(\, Mo, ..., \y) = D (8.10)

benutzt. Diese Relation liefert uns, mit Matrixexponentialen, die Losung

y(x) = e - yy = Tdiag(eM®, e, ... )T 1y, (8.11)

Das ist genau was wir machen wollen: wir versuchen aber ein einfacheres Verfahren zu benutzen,
so dass wir immer schnell diesen Typ von Problemen 16sen kénnen.

Kochrezept: Gegeben sei das Problem (A muss diagonalisierbar sein!)
y = Ay (8.12)

(I) Man berechnet die Eigenwerte und die Eigenvektoren von A, also man bestimmt T und
D

(II) Man macht die Substitution
y=T-2 (8.13)

aus einer kurzen Berechnung folgt dass
Z=D-z (8.14)
Unseres System hat also jetzt die Form
2=\ z (8.15)
Bemerkung. Man sagt dass jetzt das System entkoppelt ist.
(III) Man macht der Ansatz

z(z)=eM-c (8.16)
Wie gesehen, das liefert
C1
Ca
2(x) = diag(eM”, e, .. M) | (8.17)
Cn

(IV) Falls man dieses Ergebnis wieder in unserer Substitution einsetzt, erhilt man
yx) =T z2(x) =c; - M tW ¢y 2 4@ 4 e, et ™) (8.18)

WO
t ™ (8.19)

die Eigenvektoren von Aq,..., A, sind.
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8.1.2 Anfangswertproblem

Falls auch eine Anfangsbedingung y(0) = yo gegeben ist, spricht man von Anfangswertpro-
blemen. Die komplette Losung berechnet man wie folgt:

Kochrezept:
(a) Man bestimmt mit dem obigen Verfahren die allgemeine Losung des Systems

(b) Man setzt die Anfangsbedingung ein

y(0) =T-2(0) = yo (8.20)

(c) Man bezeichnet z(0) als Vektor ¢ (Unbekannte eines LGS) und man 16st das LGS
T -c=1yp (8.21)

Bemerkung. Falls T orthogonal ist man kann das einfach l6sen, indem man benutzt

c=TT .y, (8.22)
8.1.3 Beispiele
Beispiel 106. Sei
—6 0 2
A=1-9 3 1 (8.23)
-9 0 3

Frage:
a) Finden Sie die allgemeine Losung des Differenzialgleichungssystems 3’ = Ay.

b) Fiir welche Anfangswerte y;(0), y2(0), y3(0) gilt

T—r00

1
lim y(x) =27 (8.24)
3
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Loésung.

a) Man folgt dem Kochrezept, also man berechnet zuerst die Eigenwerte der Matrix A. Es
gilt
Ps(A) = det(A — A1)
—-6—-X 0 2
= det -9 3= 1
-9 0 3—-2A
(=6=X)-(3=X)+2-19-(3=)\)]
-(A=3)- (A +3).

(8.25)

Wir haben also gefunden, dass Ay =0, Ay =3, A3 = —3, alle algebraische Vielfachheit 1
haben. Man berechnet jetzt die Eigenvektoren:

o E>\1 - EO

-9 3 1|0
-9 0 3|0

Man sieht leicht dass die erste und die dritte Zeile linear abhéngig sind. Es folgt z; = s,
x3 = 3s und xy = 2s. Es gilt

Eo= |2 (8.27)

Ey hat geometrische Vielfachheit 1.
o k), =Fj5
(A=X1)z =0
-9 0 210 (8.28)

-9 0 10
-9 0 010

Man sieht leicht dass x1 = x3 = 0. Sei xy = t. Es gilt

0
Ey= |1 (8.29)
0

E5 hat geometrische Vielfachheit 1.
o [\, =FE_3
(A—=X1l)xz =0
-3 0 20 (8.30)

-9 6 1|0
-9 0 6|0

Man sieht leicht dass die erste und die dritte Zeile linear abhéngig sind. Es folgt z; = s,
T3 = %s und x, = %s. Es gilt
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=~

E =5 (8.31)

(=]

E_3 hat geometrische Vielfachheit 1. Man kann jetzt D und T schreiben:

00 O
D=10 3 0 (8.32)
0 0 -3
und
1 0 4
T=12 15 (8.33)
3 0 6
Mit der Substitution
y=T-2 (8.34)
erhélt man
C1
z2(x) =eP" | e
C3
1 0 0 C1
=[0 & 0 N e (8.35)
0 0 e c3
&1
= | cp-e¥
cy - e
Falls man jetzt riicksubstituiert, man erhalt
y(x) =T - z(x)
1 0 4 c1
=21 5] | c-e*
3 06 c3- e (8.36)
c1+4cg e

= | 2¢1 + ¢y - e3” + 5c3 - e 3
3¢y + 6c3 - e 3

Man versucht das besser zu schreiben, so dass man die Losungen einfacher analysieren
kann:

1 0 4
yx)=c1- (2] +ep-e® [1] +ez-e7 |5 (8.37)
3 0 6

Bemerkung. Anhand dieser letzen Schreibweise, siecht man sofort, dass die allgemeine
Losung viel mit Eigenwerten und Eigenvektoren zu tun hat. Da hier wir die ersten Bei-
spiele von solchen Problemen l6sen, habe ich das ganz rigoros berechnet. Wenn man
mit diesem Typ von Problemen vertraut ist, man kann direkt nach der Berechnung der
Eigenwerte und der Eigenvektoren die allgemeinte Losung schreiben.
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b) Das gilt genau dann, wenn die letzten zwei Terme der allgemeinen Losung fiir x — oo
verschwinden: der dritte Term strebt fiir x — oo gegen 0, also c3 kann beliebig sein. Der
zweite Term strebt fiir z — oo gegen oo: man muss, um das zu verhindern, c¢s = 0 setzen.
Um die gesuchte Losung zu erreichen muss man ¢; = 1 setzen. Es folgt also

(&1 1
2] =10],cs€eR (8.38)
C3 &}
und also
y1(0) 1 4
y(0) = [12(0) ] = 2] +e-|5]. s €R (8.39)
y3(0) 3 6
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Beispiel 107. Sei
11
() .

Frage: Losen Sie das Anfangswertproblem

y' = Ay, y(0) = (100) (8.41)

Losung. Man berechnet die Eigenwerte der Matrix A:

Pa(N) = det(A — A1)

1-x 1
:det( 6 2—A) (5.42)
=\ —-3\—4
=A—4)-(A\+1)

Wir haben also gefunden dass A\; = 4 und \y = —1, beide mit algebraischer Vielfachheit 1. Wir
berechnen die Eigenvektoren:

o £, =E4
(A—M1)zx =
< - 1 ) (8.43)
Man sieht leicht dass 1 =t und zo = 3t. Es gilt
Ei— () (8.44)
1= {3 .
E; hat geometrische Vielfachheit 1.
o B),=FE_,
(A — )\21)1’ =0
2 11]0 (8.45)
6 3|0

Man sieht leicht dass 1y =t und zo = —2t. Es gilt

E, = (_12) (8.46)

E_; hat geometrische Vielfachheit 1. Man kann jetzt die allgemeine Losung anhand unseres
Kochrezeptes direkt schreiben:

y(@) = cr - €' (;) by (_12) (8.47)

Mit der Anfangsbedingung folgt

y(0) = ¢4 - (;) +e (_12> L (10()) (8.48)
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Also muss man das LGS losen:
1 1 0

( A ) (3.49)
und man erhalt

Cl = —Cy = (850)
also

(z) =2 . N o= (1 (8.51)
Y 3 —9 '
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Beispiel 108. Sei

Frage:
a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems erster Ordnung

y' = Ay (8.52)

b) Fiir welche Anfangswerte y;(0), y2(0),y3(0) gilt

lim ys(w) = (8.53)
und
y2(0) = 07 (8.54)
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Loésung.

a) Man folgt wiederum dem Kochrezept: man berechnet zuerst die Figenwerte der Matrix
A. Es gilt

Pa(N) = det(A — A1)

1—X =2 5
= det 1 11— -1
5 21— (8.55)

1—X -1 1 -1 1 1-X
:(1—)\)-det< 9 1_/\)+2-det(5 1_)\)+5-det<5 5 )
=—-X-(A+3)-(A—6)

Wir haben also gefunden, dass A\; = 0, Ay = —3, A3 = 6, alle mit algebraischer Vielfach-
heit 1. Man berechnet jetzt die Eigenvektoren:

e £, =Ep
(A — )\11)1’ =0
1 =2 5 1|0 1 -2 5 |0
5. 8.56
11 —1]o | =510 3 —6 0 (8.56)
5 2 100/ "' \o 12 —24]0
Man sieht leicht dass die zweite und die dritte Zeile linear abhéngig sind. Es folgt x3 = s,
To = 2s und z; = —s. Es gilt
-1
Ey=1 2 (8.57)
1
Ey hat geometrische Vielfachheit 1.
L4 E>\2 = E—3
4 =2 5 |0 1 -2 510
III—5 8.58
1 4 —1]0 | 22410 18 =90 (8.58)
5 2 400/ " \o 18 —9/0

Man sieht leicht dass x3 = 225 = —x1. Sei x5 = t. Es gilt

-2
Esz=11 (8.59)
2
E_3 hat geometrische Vielfachheit 1.
o E>\3 = E6
(A= X3l)z =0
-5 =2 5 |0 -5 =2 5|0
8.60
1 5 1 IIT+1 _97 0lo (8.60)
5 2 —5/0) "\ 0o 0 o]0
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Man sieht leicht dass xo = 0. Sei x3 = t, dann x; = t. Es gilt
1
Es= 1|0 (8.61)
1

E¢ hat geometrische Vielfachheit 1. Man kann jetzt direkt die allgemeine Losung schreiben

—1 -2 1
yr)=c-| 2 | +e-e®- | 1 | +e3-e¥- |0 (8.62)
1 2 1

Bemerkung. Wie gesagt, wir haben hier die allgemeine Losung mit Eigenwerten und Ei-
genvektoren direkt geschrieben

Der dritte Term strebt fiir x — 0o gegen co: man muss, um das zu verhindern, c¢s = 0
setzen. Da der zweite Term fiir x+ — oo gegen 0 strebt, um y3(z) — 2 zu bekommen, muss
c; = 2 sein. Fiir die Bedingung 32(0) = 0 muss gelten

201 + Cy = 4 + Cy = 0 (863)
Daraus folgt dass co = —4 sein muss. Es folgt also
() —2 8
paz) | = 4 | +e 2| -4 (8.64)
y3(x) 2 -8
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8.2 Lineare Systeme zweiter Ordnung

Definition 60. Analog zu Systemen erster Ordnung, es kann ein solches System gegeben sein

Yy = anyr +anys + -+ a1Yn
Yy = g1y +asys + -+ + A2pYn

(8.65)
Yp = U1 Y1+-Gnala + -+ + QunYn
Natiirlich, kann man wieder die Matrixschreibweise benutzen, wo
y" = Ay (8.66)
WO
yé: Y1 air a2 ... Gip
== | A (8.67)
y,’{ Yn p1 Ay - A,

Die Anfangsbedingungen fiir ein solches Problem lauten

y(0) = yo, ¥'(0) =95 €R" (8.68)

Bemerkung. Die Losugsmenge der DGL ist ein n-dimensionaler Unterraum von C'!(R")

8.2.1 Allgemeine L6sung

Wie bei Systemen erster Ordnung, hier ist eine Kochrezept sehr niitzlich, um solche Probleme
zu l6sen:

Kochrezept: Gegeben sei das Problem (A muss diagonalisierbar sein!)
y' = Ay (8.69)

(I) Man berechnet die Eigenwerte und die Eigenvektoren von A, also man bestimmt T und
D

(II) Man macht die Substitution
y="T:z (8.70)

aus einer kurzen Berechnung folgt dass
=Dz (8.71)
Unseres System hat also jetzt die Form
2 =Nz (8.72)
Bemerkung. Man sagt dass jetzt das System entkoppelt ist.
(IIT) Man setzt

wi = /= (8.73)

Die neue Form des Systems ist die eines harmonischen Oszillators

2wt z=0 (8.74)
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(IV)

(V)

Bemerkung. w; sind die Frequenzen der Schwingung
Aus der Analysis weisst man, dass die allgemeine Losung ein solches Problem ist

zi(x) = a; - cos(w;x) + b; - sin(w;x) (8.75)
wobei a; und b; Konstanten sind.

Falls man jetzt dieses Ergebnis wieder in unsere Substitution einsetzt, man erdhlt

N

y(z) =T 2(x) = a1 -cos(wyx) + by -sin(wyz)] - tY + . ..+ [ay - cos(wpz) + by, -sin(w,z)] - t™

WO
A (8.77)

die Eigenvektoren von Aq,..., A, sind.

8.2.2 Anfangswertproblem

Falls es auch Anfangsbedingungen y(0) = vo, y'(0) = y{, gegeben sind, spricht man von An-
fangswertproblemen. Die komplette Losung berechnet man wie folgt:

Kochrezept:

(a)
(b)

(d)

Man bestimmt mit dem obigen Verfahren die allgemeine Losung des Systems
Man setzt die Anfangsbedingungen ein
y(0) =T - 2(0) = yo (8.78)

und

y'(0)=T-2(0) =y (8.79)

Man bezeichnet z(0) als Vektor ¢ und 2/(0) als Vektor d (Unbekannten eines LGS). Es ist
sehr wichtig zu beachten, dass
di = W; * €

Das wird sehr wichtig beim letzen Schritt. Man 16st die LGS
T-c=1 (8.80)

und
T.-d= y{) (8.81)

Bemerkung. Falls T orthogonal ist kann man das einfach 16sen, indem man benutzt
c=T" -y (8.82)

und
d=T" -y, (8.83)

Man muss jetzt d; = w; - ¢; nach e; auflosen
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8.2.3 Beispiele
Beispiel 109. Gegeben Sei
5 —18
() ot
Frage:
a) Losen Sie das Differentialgleichungssystem 2. Ordnung
y' = Ay (8.85)
b) Bestimmen Sie die speziellen Losungen zu den Anfangsbedingungen
0 1
w0 = (3) . v = (o) (5.56)
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Loésung.
a) Wir berechnen ganz am Anfang die Eigenwerte von A. Es gilt

Pa()\) = det(A — A1)

5o\ —18
_det( 3 —10—>\>
(5 A) (=10 —A)+54

=N 4+5)+4
=A+1)-(A+4)

(8.87)

Wir haben also die Eigenwerte A\; = —1 und Ay = —4 gefunden. Wir berechnen jetzt die
zugehorige Eigenvektoren: es gilt

i E>\1 = E—l
6 —181]0 (8.88)
3 =910
Man sieht leicht dass xy = 3x5. Es gilt
o G’) (8.89)
E_; hat geometrische Vielfachheit 1.
b E)\Q = E—4
(A=X1)z=0
9 —1810 (8.90)
3 —6 1|0
Man sieht leicht dass xy = 2x5. Es gilt
E. = @ (8.91)
E_4 hat geometrische Vielfachheit 1. Man kann jetzt D und T mit den Eigenvektoren
schreiben:
-1 0
p-(7 ) s
und
3 2
T = (1 1) (8.93)
Man substituiert jetzt
und erhélt die Form
Z'=D-z (8.95)

Man kann namlich die zwei Zeilen als

2 =—z (8.96)
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und
2y = —4z (8.97)

schreiben. Man hat also das System entkoppelt und mit
zi(x) = a; - cos(w;x) + b; - sin(w;x) (8.98)
erhalt man

(o) = ( ay cos(x) + by sin() ) (5.99)

ay cos(2x) + be sin(2x)

Falls man jetzt die riicksubstituiert, man erhélt die allgemeine Losung

y(x)?z(x; ( > (8.100)
_ (3 2\ ( aicos(z) + by sin(x) .

11 as cos(2x) + by sin(2z)

nithmlich
(a1 cos(x) + by sin(z)) - (i’) 4 (a3 cos(22) + by sin(2z)) - @ (8.101)

Durch Einsetzen der erste Anfangsbedingung, erhélt man ein LGS mit zwei Gleichungen:

3a1 + 2a5 =0
L (8.102)
a; + az = 2
Diese liefern die zwei Konstanten
a1 = —4, a; =6 (8.103)

Analog, muss man jetzt die zweite Anfangsbedingung einsetzen. Man muss aber zuerst
die allgemeine Losung ableiten:

Y (x) = (—ay sin(z) + by cos(z)) - G’) + (=23 sin(22) + 2by cos(2)) - (f) (8.104)

Durch Einsetzen der zweite Anfangsbedingung erhélt man die zwei Gleichungen

3b1 +4by =1

8.105
bl + 262 = O ( )

Diese liefern die zwei Konstanten
1
bi =1, by = —3 (8.106)

Also lautet die spezielle Losung

y(z) = (—4 cos(x) + sin(x)) - (f) + (6 cos(2z) — %sin(Zx)) . @ (8.107)
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Beispiel 110. Gegeben Sei
-5 2
A= (72 .
Frage:
a) Losen Sie das Differentialgleichungssystem 2. Ordnung
y" = Ay (8.109)
b) Bestimmen Sie die speziellen Losungen zu den Anfangsbedingungen
6 0
w0 = (3) v = () (8.110)
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Loésung.
a) Wir berechnen ganz am Anfang die Eigenwerte von A. Es gilt

Pa(X) = det(A — M)

5\ 2
_d€t< 1 —4—)\)

=(=5—=A)-(=4—)X) -2
= A2 49X+ 18
=(A+3)-(A+6)

(8.111)

Wir haben also die Eigenwerte A\; = —6 und Ay = —3 gefunden. Wir berechnen jetzt die
zugehorige Eigenvektoren: es gilt

L4 E>\1 :E—G
1 2]0 (8.112)
1 210

Man sieht leicht dass die erste und die zweite Zeile linear abhiingig sind. Es gilt

E_¢= (_21> (8.113)
E_¢ hat geometrische Vielfachheit 1.
b4 E>\2 = E—3
(A=X1)z =0
—9 910 (8.114)
1 =110
Man sieht leicht dass x1 = x5 = t. Es gilt
1
E 3= (1) (8.115)
E_3 hat geometrische Vielfachheit 1. Man kann jetzt D und T mit den Eigenvektoren
schreiben:
—6 0
D= ( 0 _3) (8.116)
und
2 1
T = (_1 1) (8.117)
Man substituiert jetzt
y="T-z (8.118)
und erhélt die Form
Z'=D-z (8.119)

Man kann namlich die zwei Zeilen als

2 = —62 (8.120)
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und
2y = —329 (8.121)

schreiben. Man hat also das System entkoppelt und mit
zi(x) = a; - cos(w;x) + b; - sin(w;x) (8.122)

erhalt man

oa) = <a1 cos(v/6z) + by sin(\/éx)) (8.123)

ag cos(v/3x) + by sin(v/32)

Falls man jetzt die riicksubstituiert, man erhélt die allgemeine Lésung

y(z) =T 2(z)
B ( 2 1) _ (a1 cos(v/6x) + by sin(\/ga:)) (8.124)
\-1 1 ag cos(v/3x) + by sin(v/3x)

namlich

(a1 cos(V6x) + by sin(v/6z)) - ( 2

—1

> + (ag cos(V/3z) + by sin(v/3z)) - G) (8.125)

b) Durch Einsetzen der erste Anfangsbedingung, erhélt man ein LGS mit zwei Gleichungen:

2a1 +ay, =6
P (8.126)
—a1 + as = 0
Diese liefern die zwei Konstanten
a; = 2, A9 = 2 (8127)

Analog, muss man jetzt die zweite Anfangsbedingung einsetzen. Man muss aber zuerst
die allgemeine Losung ableiten:

Y (x) = (—ay V6 sin(vV6x)+b1 V6 cos(vV6z))- (_21) +(—axV/3sin(V3x)+byv/3 cos(V3z))- (1)

(8.128)
Durch Einsetzen der zweite Anfangsbedingung erhélt man die zwei Gleichungen

2\/651 + \/§b2 =0

8.129
—\/alh + \/gbg =0 ( )

Diese liefern die zwei Konstanten

Also lautet die spezielle Losung

y(z) = (2cos(v6z)) - ( 21> + (2cos(v/3x)) - G) (8.131)
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8.3 Riickfiihrung von Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Falls es nur eine Differentialgleichung héherer Ordnung gegeben ist kann man die oben erwihnte
Methode leider nicht benutzten: man muss die Gleichung in ein System erster Ordnung Riickfiihren.

Kochrezept:

(I) Gegeben sei die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung

y W =ag-y+ar -y +ayy + .. Fapy-y™Y (8.132)
(IT) Man substituiert
Yo=Y
=y
o
2=Y (8.133)
Y1 = y(n—l)

(IIT) Man kann jetzt unseres System umschreiben:

/

Yo 01 0 0 ... 0 Yo
Y1 00 1 0 ... 0 Y1
: =1 = S I (8.134)
Yn—2 o0 0 0 ... 1 Yn—2
UYn—1 apg a1 Ay ... ... Gp_1 Yn—1

(IV) Dieses System kann als System erster Ordnung gelost werden. Wichtig zu beachten ist
dass die gesuchte Losung yy = y ist.

Bemerkung. Diese Methode funktioniert auch bei nicht konstanten Koeffizienten und bei inho-
mogenen Gleichungen!
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8.3.1 Beispiele

Beispiel 111. Gegeben sei die Differentialgleichung 2. Ordnung
y'(x) = =5y(z) + 4y (x) (8.135)

Frage: Verwandeln sie diese Gleichung in ein Differentiagleichungssystem 1.0Ordnung und finden
sie die allgemeine Losung des Systems.
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Losung. Wie in dem Kochrezept schon erwéahnt, man muss hier als ersten Schritt die Variablen
neu definieren. Seien

Yo=Y, Y1 =Y (8.136)

Man kann jetzt aus dieser einzigen Differentialgleichung zwei verschiedene Differentialglei-
chungen schreiben.
Yo =11
0 (8.137)
Y1 = —d%0 + 4y

Das kann man in die Matrixschreibweise iibersetzen

(5?) - (—05 411) ' @?) (8.138)

Wir haben jetzt ein System 1. Ordnung und wir kénnen die schon benutzte Prozedur durchfiihren,
um die allgemeine Losung der Differentialgleichung zu finden. Man berechnet zuerst die Eigen-
werte der Matrix A, es gilt

PA(\) = det(A — A1)

0—Xx 1
= det < 5 4 )\) (8.139)
=M —4\+5
Die Nullstellen dieses Polynoms sind
M =241 (8.140)
und
Ao=2—1 (8.141)

Bemerkung. Erinnerung: jede komplexe Losung ist mit ihrer komplex konjugierte Losung ver-
bunden: man hat immer die zwei! (Das kann manchmal die Berechnungen verkiirzen!).

Man findet jetzt die Eigenvektoren:

° E/\1 :E2+i
—2+4) 1 |0 (8.142)
—5  2—i|0

Man sieht leicht dass .
Es; hat geometrische Vielfachheit 1.
o F\, = Fs

Wie schon erwéhnt, reicht es hier, jedes Element des vorherigen Eigenvektors komplex konju-

gieren, namlich
By i = (2 ; Z> (8.144)
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E5_; hat geometrische Vielfachheit 1. Man kann die allgemeine Losung schreiben und man

erhalt
Yoy _ . (2+i)z 2—1 (2= 241
(y1) =c e ( 5 > +cy-e ( 5 (8.145)

Da aber wir hier komplexe Exponenten haben, kann man die Relation

et = cos(z) £ isin(x) (8.146)

benutzen und man erhalt

(1) = e e eoste st (2 F) a2 feonta) = st - (1) (saam)

n
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Beispiel 112. Gegeben sei das Differentialgleichungssystem 2. Ordnung

"(t) = —2y(t)+=(t
V() = ~2y(t)+=() .
2'(t) = —6y(t)+32(t)
Frage:
e Verwandeln Sie dieses Differentialgleichungssystems in ein System 1. Ordnung
Losung. Man substituiert 3/(¢) = x(¢) und man erhéilt
y'(t) = 2'(t) = —2y(t) + 2(t) (8.149)
Man kann dann alles in einem System 1. Ordnung zusammenfassen
2 (t) 0 -2 1 x(t)
y&) =11 0 0]y (8.150)
2'(t) 0 —6 3 2(t)

e Berechnen Sie die allgemeine Losung des neues Systems
Losung. Man 16st das Eigenwertproblem fiir die gefundene Koeffizientsmatrix und man erhalt
M =0, My=1, A\3=2 (8.151)

Man berechnet die Eigenvektoren und man schreibt T und D

01 2 000
T=1111|,D=(010 (8.152)
2 36 00 2
Man kann dann die allgemeine Losung des Systems schreiben, als
x(t) 2
y(t) +cy-et +eg-e |1 (8.153)
2(t) 6
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8.4 Inhomogene lineare Systeme

Es kann auch passieren, dass man inhomogene Systeme 16sen muss. Als Erinnerung, ein inho-
mogene lineares System hat die Form

y=A-y+b (8.154)

Um ein solches Problem zu l6sen, wendet man die folgende Prozedur an

Kochrezept:
(a) Man beginnt mit dem homogenen System, ndmlich w#hlt man b = 0 und erhélt
Yy =A-y (8.155)

was ein klassisches System erster Ordnung ist. Man bestimmt die allgemeine Losung des
Systems und man bezeichnet sie als y,(x).

(b) Man muss jetzt die partikulére Losung des Systems bestimmen, indem man sucht ir-
gendeine Losung die das System

y=A-y+b (8.156)
16st. Man bezeichnet diese Losung als y,(x).

(c) Die Gesamtlosung ist definiert als die Summe beider Teillsungen
y(x) = yn(x) + yp(2) (8.157)

8.4.1 Beispiele

Beispiel 113. Gegeben sei das System

Yy = =y + ays
Y = ayr — Yo + ays (8.158)
Yz = ays — ys

Frage:
a) Finden Sie die allgemeine Losung des Systems.

b) Losen Sie das Anfangswertproblem mit

2
y(0)= {0 (8.159)
2

c¢) Sei a = 1. Finden Sie die allgemeine Losung des inhomogenen Systems

y =Ay—b (8.160)
mit
0
b= [0 (8.161)
1
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Loésung.

a) Als ersten Schritt schreibt man das System mit der Matrixschreibweise, ndmlich

/

Y1 -1 a 0 n
vl = a -1 a | |w (8.162)
Y3 0 a -1 Y3

Die Prozedur ist jetzt dhnlich wie vorher: man muss zuerst die Eigenwerte der Matrix A
berechnen. Es gilt

Pa(X) = det(A — \1)
—1—=A a 0
= det a —1-A a (8.163)
0 a —1—=A
=(=1—=X) - ((=1—))?—2a%

Mit einfachen Berechnungen man findet dass A\ = —1, Ay = —14++2a und A3 = —1— V2a
sind. Man berechnet die Eigenvektoren:

o b\, =FE_,
(A=X\M1Dz=0
0 a 010 (8.164)
a 0 a|0
0 a 0]0
Man sieht leicht dass 9 = 0 und 9 = —xy = —t. Es gilt
1
E,=10 (8.165)
-1
E_; hat geometrische Vielfachheit 1.
b E>\2 = E—l—ﬂ/ﬁa
V2 a 0 |0 (8.166)
a —/2a a 0
0 a —v2a | 0
Man sieht leicht dass 25 = v/22; = v/2x3. Es gilt
1
E i m=|V2 (8.167)
1

E_i /5 hat geometrische Vielfachheit 1.

hd EA?, = Eflfx/ia
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Man kann schnell verifizieren, dass aufgrund der Symmetrie der Eigenwerte Ay und A3 es
gilt
1
E_\_ .= —V2 (8.168)
1
E_,_ /3, hat geometrische Vielfachheit 1. Man kann also jetzt, die allgemeine Lésung des
Problems direkt schreiben. Es gilt

1 1 1
y@)=cr-e | 0 | 4oy eV V2| oy eV [ 2 (8.169)
-1 1 1

Durch Einsetzen findet man das LGS

2 11 1 o
0l=(0 v2 V2| | (8.170)
2 -1 1 1 C3
Die Losung des LGS lautet
C1 0
ol =1 (8.171)
C3 1
Also es gilt
1 1
y(z) = eT1HV2e o | VRO [ /D (8.172)
1 1

Den ersten Schritt haben wir schon durchgefiihrt: wir haben die allgemeine Losung des
homogenen Systems gefunden. Jetzt miissen wir eine Partikuldre Losung finden: am ein-
fachsten wéhlen wir eine konstante Losung. Da wir eine konstante Losung betrachten,
gilt

0 -1 1 0 U1 0
y=10|=11 -1 1 ]-{y]—1|0 (8.173)
0 0 1 -1 Y3 1
Also
1 1 0 n 0
1 -1 1 |-|w]|=|0 (8.174)
0 1 -1 Ys 1

yp(x) = |1 (8.175)

Also kann man die allgemeine Losung des inhomogenen Systems jetzt schreiben:

y(x) = yn() + yp(2)

1 1 1 1
e C]. . e_x . 0 _|_ C2 . 6(_1+ﬁa)x . \/§ + 03 . 6(—1—\/50,)1‘ . _\/§ _|_ 1
—1 1 1 0

(8.176)

Bemerkung. Sehr wichtig hier istm dass ich willkiirlich diese konstante Losung gewéhlt
haben. Man versucht in diesen Féllen, Losungen zu suchen mit welchen die Berechnungen
am einfachsten werden!
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Beispiel 114. Gegeben sei die Matrix

0
9 (8.177)
1

A=

W DN
N = O

a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A und ihre entsprechenden Eigenrdume.

b) Geben Sie die allgemeine Losung des homogenen Differentialgleichungssystems
x(t) = Az(t) (t €R) (8.178)
an.

c¢) Finden Sie eine partikuldre Losung des inhomogenen Differentialgleichungssystems
x(t) = Az(t) + (5,5,5)T (t € R) (8.179)
und geben Sie dessen allgemeine Losung an.

d) Bestimmen Sie die Losung von (8.179) zur Anfangsbedingung x(0) = (—3,4,0)T.
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Loésung.

a)

Das charakteristische Polynom von A ist
A—=1 0 0
Py(N) =det(A—AL)=| -2 X—=1 2 |=A-1)(A\>—=2\+5). (8.180)
-3 -2 -1

Die Eigenwerte von A, d.h. die Nullstellen von P4, sind also A\; = 1, Ay = 1 4 2¢, und
A3 = 1 — 2¢. Mit dem Gauss-Verfahren bestimmen wir die entsprechenden Eigenrdume:

0O 0 O 1 0 -1 2
M=1:[-2 0 2|~(01 3 .AlsoistE1:< -3 >
-3 -2 0 00 O 2
200 0 10 0 0
/\2 =1 + 21: -2 2 2 ~ 01 —2 . Also ist E1+2i = < ) >
-3 -2 2 00 0 1
—2i 0 0 1 00 0
N=1—2i: | =2 =27 2 ~ |0 1 i].Alsoist Fi_q9; = < —1 >
-3 -2 -2 000 1

Der Losungsraum von 4(t) = Axz(t) ist dreidimensional; wir bestimmen drei linear un-
abhéngige Losungen. Fiir den Eigenwert \; ist

zi(t)=¢e" [ -3 (8.181)
2

eine Losung. Aus den komplex konjugierten Eigenwerten A; und A\, erhélt man zwei linear
unabhiingige Losungen, nidmlich den Real- und den Imaginirteil von e**29¢(0,i,1)". Es
gilt

0 0
U2t | | = et(cos 2t +isin2t) | i
1
8.182
0 0 ( )
= ¢t —sin2t | +1 | cos2t
cos 2t sin 2t
Dann sind
0 0
zo(t) =e' [ —sin2t |,  x3(t) =e" | cos2t (8.183)
cos 2t sin 2t

die gesuchten Losungen. Die allgemeine Losung des homogenen Differentialgleichungssy-
stems ist also

2 0 0
x(t)=e' O [ =3 +Cy [ —sin2t | +C3 | cos2t | 3. (8.184)
2 cos 2t sin 2t

Wir miissen eine partikuldre Losung des inhomogenen Differentialgleichungssystems fin-
den. Offenbar hat das System eine konstante Losung, d.h. wir machen fiir die partikulére
Losung den Ansatz z,(t) = (o, 3,7)" € R3. Nach Ersetzen in (8.179) gilt

Az,(t) = (=5,—5,—5)T. (8.185)
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Es handelt sich um ein inhomogenes lineares Gleichungssystem; wir bestimmen seine
Losung (z.B. mit Hilfe des Gauss-Verfahrens), ndmlich

)
st =5 |. (8.186)
0
Die allgemeine Losung von (8.179) lautet also
2 0 0 -5
z(t)=e' Oy [ =3 +Cy [ —sin2t | +C5 [ cos2t +15 ). (8.187)
2 cos 2t sin 2t 0
d) Die Anfangsbedingung ergibt:
2 0 0 ) -3
x(0)=C | =3 +C o)+ |1]+5|=]14]. (8.188)
2 1 0 0 0

Daraus folgt, dass C7 =1, Cy = —2 und C3 = 2 sind.
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9 Singulidrwertzerlegung

Wir wollen bei der Singulérwertzerlegung eine beliebige Matrix A € R™*" als Produkt dreier

Matrizen darstellen: U, S und V. Es gilt
A=USVT

mit
UeR™™ SeR™" VeRY"

Bemerkung. U und V sind orthogonal, S ist eine Diagonalmatrix.

9.1 Singularwertzerlegung: Kochrezept

Gegeben sei A € R™*™:

(I) Bestimme alle die Eigenwerte und die Eigenvektoren der Matrix
ATA e R™"

und ordne sie als
AlZAQZ"'ZAT‘>)\T‘+1:"‘:)\’R:0

(9.1)

(9.2)

(9.3)

(9.4)

(II) Bestimme eine Orthonormalbasis (Gram-Schmidt) aus den Eigenvektoren v; und erhalte

schlussendlich
V=(v1 ... v,) €R"

(III) Wir haben schon die Singuldrwerte gefunden: sie sind definiert als

Uz‘Z\/X‘

firi=1,...,min{m,n}. Man kann dann S schreiben:
g1 0O ... 0
S = : ] eR™" m<n
om 0 . 0
01
J— Un mXn
S = 0 o | € R™™ m >n
0 ... 0
(IV) Man bestimme uy, ..., u, aus u; = Ui <A fiir allei = 1,... ) r (fiir oy #0)
(V) Falls r < m ergénze uy, ..., u, zu einer ONB, mit U orthogonal.

(VI) Jetzt schreibt man einfach
A=USVT
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M—2O 9.10
—(0 ) 10

Frage: Man bestimme die Singuldrwertzerlegung von M

Beispiel 115. Gegeben sei die Matrix

Losung. Als ersten Schritt berechnet man M7T - M und ihre Eigenwerte bzw. Eigenvektoren.

Es gilt
4 0
MT- M = 01 (9.11)

1
Man sieht leicht dass die Eigenwerte von diese Matrix sind

1
M =4, Ny = 1 (9.12)
Es folgt dass die Singuldrwerte sind
1
o1 = 2, O9 = 5 (913)

Man sieht auch leicht dass die Eigenvektoren der Matrix sind

v = (é) vy — (‘i) (9.14)

Man berechnet jetzt die u;:

5006 019

und

()0 010

Wir haben also gefunden

52(3 g),vzwz(; ) o= (1) 017
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Beispiel 116. Gegeben sei

-3 0
A=1 0 3 (9.18)
V3 2
Frage: Finden Sie die Singuldrwerte von A
Losung. Man berechnet ATA:
-3 0 V3 50 12 23
ATA:(O ] 2>- 0 3 :(2\/5 13) (9.19)
V3 2
Man sieht leicht, dass die Eigenwerte dieser Matrix sind
A =16, Aa =9 (9.20)
Es folgt dass die Singuldrwerte sind
o1 = 4, 09 = 3 (921)

Man schreibt in diesem Fall

(9.22)

U

Il
oo
o w o
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10 Jordansche Normalform

Theorem 31. Sei A € C"*". Dann existiert eine reguldre Matrix ) € C"*™ so, dass

A=QJQ! (10.1)
fiir eine sogenannte Blockdiagonalmatrix
J 0 ... 0
0 Jo ... 0
J=1. (10.2)
0 .0
0 ... ... Jg
Die J; heissen Jordan-Blocke und haben die Form
Ao 10 0
0 N 1 0
Ji=|: 0 0 (10.3)
ST |
0 0 0 ... N\

wobei \; die Eigenwerte von A sind. Die Anzahl Jordan-Blocke ist durch die geometrische Viel-
fachheit der Eigenwerte beschrieben. Die Gesamtdimension der Jordan-Blocke zum Eigenwert
A; ist mit der algebraischen Vielfachheit beschrieben.

Anwendung: In der Vorlesung Lineare Algebra I/I1 wird fast nichts mehr iiber Jordansche
Normalform gesagt: wir wollen aber was im obigen Satz steht, anwenden koénnen.

Sei z € R. Dann gilt

A1 0 0 1 £ z 2
0 X 1 0 R
. P RN S
J = 0 Ol —e™=e- 10 o 1 - (10.4)
oo 1
0 0 0 A
Theorem 32. Sei A € C"*" und A = QJQ~! die Jordan Zerlegung. Dann gilt
e = Qel* Q7! (10.5)
mit
et 0 0
Jox - .
el* = O ¢ L (10.6)
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Beispiel 117. Sei

2 000
01 00

A=l0 0 5 0 (10.7)
000 3

Frage: Man schreibt J

Losung. Da die Matrix schon in Diagonalform ist, erkennen wir einfach die Eigenwerte auf der
Diagonale. Es gilt also

20 00
01 00
J = 00 3 1 (10.8)
000 3
Beispiel 118. Sei
1 -3 =2
A=1-1 1 -1 (10.9)
2 4 5
Man kann leicht mit Matlab die Zerlegung A = Q.J(Q ! bestimmen. Man erhiihlt
-1 1 -1 210
RQ=1-10 01],J=10 20 (10.10)
2 0 1 00 3

Aus J kann man herauslesen, dass A Eigenwert A\; = 2 mit algebraischer Vielfachheit 2 und
Eigenwert Ay = 3 mit algebraischer Vielfachheit 1 besitzt. Um diese Zerlegung anzuwenden,
betrachtet jetzt man die Losung des Anfangswertproblems

y'(z) = A y(z), y(0) = yo (10.11)

Mit Anwendung von Kapitel 8 und unserer Zerlegung:

y(x) = e - yo
6297: erw 0
Q-0 e 0 |-Q "y
0 0 e (10.12)
l—2x 2—z—-¢* 1—x—¢€"
=e2. [ —z 1—x —x - Yo

20 2@ —1+¢") 2x+¢€”

Bemerkung. Thr werdet nicht gefragt, die Jordan Zerlegung selber zu berechnen! Es wird aber
erwartet, dass man aus einer gegebene Zerlegung, grundlegende Schlussfolgerungen iiber Eigen-
werte, Vielfachheiten und Losungen verstehen kann.
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11 Multiple Choice Fragen:

Bemerkung. Fiir alle folgende Fragen ist nur eine Antwort korrekt! Das entspricht der Situation
einer Priifung.

Beispiel 119. Sei auf P, X
(p,q) = /O p(x)q(x) dx (11.1)
Frage: Wiihle eine giiltige Orthonormalbasis fiir den Vektorraum span{1, 3z}
O {1,32* — 2}

15 3
O {17 ZZA - Z}

O {1,32* -3}
O {17 %IA - %}
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Loésung.
O {1,32* — 2}
M {17 %ZA - 2}
O {1,32* - 3}
O {17 %ZA - %}
Erkliarung: Gegeben sind die zwei Polynome
w(z) = 1, wy(x) = 32 (11.2)
Man wendet Gram-Schmidt Verfahren an und man erhilt
[
o0 _wl@) wi(z) (11.3)
@)/ {wi (), wi ()
es gilt
1
(wi(x), wy(z)) = / lde =1 (11.4)
0
also
eM =1 (11.5)
¢ 1
e® = wy(z) — (wy(x),eM) - e = 324 — / 3t dx (11.6)
0
es gilt
1
/ 3xtdr = = (11.7)
0
also 3
e® =341 — - (11.8)
und
6(2) _ 6(2)/
1|
B 304 3 (11.9)
\/<3x4 — 3 3zt - 2)
es gilt
3 3 ! 18 9
\/(3354— -, 3zt — =) = \// 928 — —at + —dx
5 5 0 5 25 (11.10)
4
5
also 15 3
(2 — 242 11.11

Die erste Moglichkeit entspricht die nicht normierte Basis und ist deswegen inkomplett. Die

dritte und die vierte Moglichkeiten sind offensichtlich falsch.
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Beispiel 120. Sei

3 -2 1
A=1[1 -2 5 (11.12)
3 2 2
2
Frage: Was ist die induzierte Norm des Vektors v = | 1 | beziiglich das Skalarprodukt
0
L7
(x,y>:§-x “A-y (11.13)

U Das ist kein giiltiges Skalarprodukt.
20
U5
0,/8
8

U3
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Loésung.
¥ Das ist kein giiltiges Skalarprodukt.
=NE
8
0 ,/3
8

3

Erklarung: Die am meistens benutzte Erklarung wére:
Die induzierte Norm ist in diesem Fall als

(11.14)

Das is aber FALSCH! Wieso? Die Matrix A erfiillt nicht die Bedingungen fiir ein Skalarpro-
dukt!
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Beispiel 121. Die unterstehende Fragen sind unabhéngig voneinander.

(] Sei v ein Eigenvektor zum Eigenwert 3 fiir die Matrizen A und B. Dann ist v auch ein
Eigenvektor zum Eigenwert 3 fiir die Matrix A + B.

[ Sei v ein Eigenvektor zum Eigenwert 2 fiir die Matrizen A und B. Dann ist v auch ein
Eigenvektor zum Eigenwert 2 fiir die Matrix A - B.

[0 Es seien vy, vy zwei Eigenvektoren der Matrix A. Dann ist v; + v, nie ein Eigenvektor von

A.

O Ist v Eigenvektor zum Eigenwert -1 und w Eigenvektor zum Eigenwert 1 der Matrix A,
so ist v + w ein Eigenvektor zum Eigenwert 0 (v + w liegt also im Kern von A).
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Loésung.

0 Sei v ein Eigenvektor zum Eigenwert 3 fiir die Matrizen A und B. Dann ist v auch ein
Eigenvektor zum Eigenwert 3 fiir die Matrix A + B.

O Sei v ein Eigenvektor zum Eigenwert 2 fiir die Matrizen A und B. Dann ist v auch ein
Eigenvektor zum Eigenwert 2 fiir die Matrix A - B.

¥ Es seien vy, U9 zwel Eigenvektoren der Matrix A. Dann ist v; + v, nie ein Eigenvektor von

A.

O Ist v Eigenvektor zum Eigenwert -1 und w Eigenvektor zum Eigenwert 1 der Matrix A,
S0 ist v + w ein Eigenvektor zum Eigenwert 0 (v + w liegt also im Kern von A).

Erklarung:

Fiir die erste gilt:
Es ist Av = 3v und Bv = 3v, aber

(A+ B)v = Av+ Bv

11.15
= 6v. ( )
Also v Eigenvektor zum Eigenwert 6 von A 4+ B.
Fiir die zweite gilt:
Es ist Av = 2v und Bv = 2v, aber
(A-Bju=A-2v
=2 Av (11.16)
=4v
Also v Eigenvektor zum Eigenwert 4 von A - B.
Fiir die dritte gilt:
Es ist Av; = A\jv; und Avy = \yvy aber
A(vy +v9) = Avy + A
(01 +02) = Aus + Avg (11.17)
= )\11)1 + )\21)2
Fiir die vierte gilt:
Es ist Av = —v und Aw = w. Also
Alv+w) =Av+ A
(v+w) =Av+ Aw (11.18)

=w—v#0
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Beispiel 122. Die unterstehende Fragen sind unabhéngig voneinander.

O Gilt P- P = P, so kann die Matrix P Eigenwerte 0, 1 und -1 besitzen.

O Es gibt eine Matrix A mit charakteristischem Polynom P4(\) = A3 — 7T\, welche inver-
tierbar ist.

[ Jede invertierbare Matrix ist auch diagonalisierbar.

[0 Hat die symmetrische 2 x 2 Matrix A zwei verschiedene Eigenwerte strikt grosser als 0,

so ist die Losungsmenge von (m y) “A- (;j) = 1 eine Ellipse in R?.
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Loésung.

O Gilt P- P = P, so kann die Matrix P Eigenwerte 0, 1 und -1 besitzen.

O Es gibt eine Matrix A mit charakteristischem Polynom P4(\) = A3 — 7T\, welche inver-
tierbar ist.

[ Jede invertierbare Matrix ist auch diagonalisierbar.

¥ Hat die symmetrische 2 x 2 Matrix A zwei verschiedene Eigenwerte strikt grosser als 0,

so ist die Losungsmenge von (x y) -A- (;) = 1 eine Ellipse in R%.

Erklarung:

Fiir die erste gilt:

Wir haben gelernt dass falls A Eigenwert von P ist, A\? ist dann Eigenwert von P? = PP. Das
heisst dass die einzige Moglichkeiten so dass A = A2 gilt, sind A\ = 0 oder A = 1. A = —1 ist
deswegen nicht giiltig.

Fiir die zweite gilt:
Eine Matrix ist nicht invertierbar falls det(A) = 0 und wir haben gelernt

det(A) = A1 - ... A, (11.19)
was in diesem Fall det(A) = 0 ergibt.

Fiir die dritte gilt:
Man kann viele Gegenbeispiele finden, ein davon ist

0
0 (11.20)
1

A:

o = =
R )

Es gilt det(A) = 1 also die Matrix ist invertierbar. Falls man die Eigenwerte berechnet, man
erhélt Eigenwert \; = 1 mit algebraische Vielfachheit 3. Um Diagonalisierbarkeit zu haben,
muss jetzt das Figenraum dreidimensional sein: das LGS lautet

0 0
A=[100]z=0 (11.21)
0 1

o O O

Man sieht leicht dass die geometrische Vielfachheit kleiner als 3 ist und also dass die Matrix
nicht diagonalisierbar ist.

Fiir die vierte gilt:
Positiv definit. Den Rest folgt aus Theorie {iber Hauptachsentransformationen.
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Beispiel 123. Die unterstehende Fragen sind unabhéngig voneinander.
[ Fiir eine quadratische Matrix A gilt
Rang(A™) > Rang(A™™) (11.22)
fiir jedesn=1,2,3,....

O Die Menge der 5 x 5 Matrizen A, welche dim(Im(A)) = dim(Ker(A)) erfiillen, bilden einen
Vektorraum.

O Die Menge der 6 x 6 Matrizen A, welche dim(Im(A)) = dim(Ker(A)) erfiillen, bilden einen
Vektorraum.

O Fiir jeden 2-dimensionalen Unterraum U von R? gibt es eine Matrix A mit Im(A) = U =
Ker(A).

174



Gioele Zardini Lineare Algebra I/II FS 2017

Loésung.
¥ Fiir eine quadratische Matrix A gilt
Rang(A™) > Rang(A™") (11.23)
fiir jedesn =1,2,3,....

O Die Menge der 5 x 5 Matrizen A, welche dim(Im(A)) = dim(Ker(A)) erfiillen, bilden einen
Vektorraum.

O Die Menge der 6 x 6 Matrizen A, welche dim(Im(A)) = dim(Ker(A)) erfiillen, bilden einen
Vektorraum.

O Fiir jeden 2-dimensionalen Unterraum U von R? gibt es eine Matrix A mit Im(A4) = U =
Ker(A).

Erklarung:

Fiir die erste gilt:
Eine wichtige Eigenschaft von Rang ist

Rang(A - B) < min(Rang(A), Rang(B)) (11.24)
In unserem Fall kann man das als
Rang(A"™™) = Rang(A - A™) < min(Rang(A), Rang(A™)) (11.25)
schreiben. Also in allen Féllen ist es kleiner oder gleich Rang(A™).

Fiir die zweite gilt:
Es existiert keine solche Menge da n ungerade ist und dim # %

Fiir die dritte gilt

Die Addition zwei Elemente eines Vektorraums muss wieder im Vektorraum sein. Die Addition
zwei solche Matrizen erfiillt aber nicht immer dim(Im(A)) = dim(Ker(A)) und also ist nicht
immer wieder in V.

Fiir die vierte gilt:
Man weisst dass
dim(Ker(A)) + dim(Im(A4)) =n =3 (11.26)
sein muss, aber falls Ker(A) = Im(A) folgt dass
dim(Ker(A)) = dim(Im(A)) = g (11.27)

Das ist nicht moglich da die Dimension eine positive natiirliche Zahl sein muss.
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Beispiel 124. Die unterstehende Fragen sind unabhéngig voneinander.

(] Einer Matrix die Summe ihrer Eintrdge zuzuordnen, ist eine lineare Abbildung.

@) — (;fi) (11.28)

von R? nach R? wird, beziiglich die Standardbasis, durch die Matrix

G _11) (11.29)

[0 Die lineare Abbildung

dargestellt.
0 Sei

A= e R™4, (11.30)

W N = O
=~ W N =
T W DN
S O W

Es gilt dim(Ker(A)) # dim(Im(A)).

O Seien z,y zwei Spaltenvektoren im R, dann hat die n x n Matrix x - y? hochstens den
Rang 2.
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Loésung.

¥ Einer Matrix die Summe ihrer Eintrage zuzuordnen, ist eine lineare Abbildung.

(i) — (zfg) (11.31)

von R? nach R? wird, beziiglich die Standardbasis, durch die Matrix

G _11) (11.32)

[0 Die lineare Abbildung

dargestellt.
L Sei

4= e RO, (11.33)

W N = O
=~ W N =
QU = W N
S O = W

Es gilt dim(Ker(A)) = dim(Im(A)).

O Seien z,y zwei Spaltenvektoren im R”, dann hat die n x n Matrix x - y” hochstens den
Rang 2.

Erklarung:

Fiir die erste gilt:

Die Summe der Eintrédge einer Matrix addiert zur Summe der Eintrdge einer anderen Matrix
ist genau gleich die Summe der Eintrége der Summe der zwei Matrizen. Falls eine Konstante
multipliziert jeden Eintrag, die Summe wird dann mit dieser Kostante multipliziert. Die zwei
Bedingungen fiir eine lineare Abbildung sind also erfiillt.

(_11 D (11.34)

Fiir die zweite gilt:
Nein, die richtige Matrix sollte

sein.

Fiir die dritte gilt:
Als man die Matrix umformt man erhilt die Zeilenstufenform

123 4
(11.35)

o O O

1
0
0

S O N

3

0

0
Man sieht also dass dim(Ker(A)) = dim(Im(A)) = 2.
Fiir die vierte gilt:

Alle Zeilen einer solche Matrix sind nur von einem konstanten Koeffizient verschieden und also
linear abhiingig. Nehmen wir als einfaches Beispiel n = 3. Es gilt fiir

a
z=|b|,y" =(d e f) (11.36)
C
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das Produkt ergibt
ad ae af
-y’ =|bd be bf (11.37)
cd ce cf

Es folgt dass hochstens Rang(A) = 1.
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Beispiel 125. Sei

(11.38)

Die Eigenwerte von (A™1)7 sind
D)\lz—?), )\2:2und)\3:—6.
DA1:3,)\2:2qu)\3:—6.

D)\lz ,)\QZ—lUHdAgz— .

6

D)\lz ,)\Qz—lund/\gz— .

3

W= N | =
D= W=
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Loésung.
D)\1:—3, )\2:2U_Ild>\3:—6.
D)\1:3,)\2:2und)\3:—6.

A =1 =—Ltund \y=—1.
] )\1:§,/\2:—§und/\3:—%.
Erklarung:

Man wendet hier zwei wichtige Eigenschaften von Eigenwerte an:
e Die Eigenwerte von A sind gleich die Eigenwerte von A7
e Die Eigenwerte von A" sind A wobei )\; die Eigenwerte von A sind.

Mit diesen zwei Eigenschaften kann man Zeit sparen und die Inverse bzw. Transponierte nicht
berechnen.
Es gilt
—-6—-—X 0 0
Ps(\) =det(A — A1) = det 1 2—-A 0 (11.39)
0 7T =3-A

Man sieht hier dass diese eine Dreiecksmatrix ist, und also die Determinante besteht aus den
Produkt der Diagonalelemente, ndmlich

PiAN)=(A+6)-(2—=X)-3+X)=0 (11.40)
Also

A1 = —6 mit algebraische Vielfachheit 1
A2 = 2 mit algebraische Vielfachheit 1
A3 = —3 mit algebraische Vielfachheit 1

Fiir die gesuchte Matrix reicht es die zu invertieren: es gilt
AL = —% mit algebraische Vielfachheit 1

Ay = % mit algebraische Vielfachheit 1

A3 = —% mit algebraische Vielfachheit 1
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Beispiel 126. Die unterstehende Fragen sind unabhéngig voneinander.

U
U

Es gibt Matrizen B € R™? und C' € R**4, so dass das Produkt B - C vollen Rang hat.

Seien A, B € R"*™ und ¢,d € R". Ist € R" eine Losung von Ax = ¢ und y eine Losung
von By = d, so ist  + y eine Losung von (A + B)z = ¢+ d.

Ein Gleichungssystem Ax = Ab fiir x (A und b gegeben) hat immer genau eine Losung
x=>b.

Sei A eine n x n Matrix mit Eintridgen a;;, so dass a;; =1 wenn i+j =n+1und a;; =0
sonst. Dann gilt A = A7L.
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Loésung.
O Es gibt Matrizen B € R**2 und B € R***, so dass das Produkt B - C vollen Rang hat.

[J Seien A, B € R"*" und ¢,d € R™. Ist x € R" eine Losung von Ax = ¢ und y eine Losung
von By = d, so ist x + y eine Losung von (A + B)z = ¢+ d.

O Ein Gleichungssystem Ax = Ab fir x (A und b gegeben) hat immer genau eine Losung
x =b.

¥ Sei A eine n x n Matrix mit Eintragen a;j, so dass a;; = 1 wenn i +j = n+1 und a;; =0
sonst. Dann gilt A = A~L,

Erklarung:

Fiir die erste gilt:

Definiert man die zwei solche allgemeine Matrizen und man sieht leicht dass mit zwei Opera-
tionen auf das Produkt man nullenSSpalten erzeugen kann, also Rang(BC') # 4.

Ausserdem gilt im Allgemein

Rang(A - B) < min(Rang(A), Rang(B)) (11.41)
und in unserem Fall ist min(Rang(B), Rang(C')) hochstens 2.

Fiir die zweite gilt:
Setzt man = + y als mogliche z Losung, findet man

(A+B)-(x+y) = Az + Ay + Bz + By

11.42
=c+d+Ay+Brx#c+d ( )

Fiir die dritte gilt:
Viele Arten von Widerspruch sind hier moglich. Z.B. falls A die Nullmatrix ist, kann man
unendlich viele Losungen haben. Achtung zum folgenden Gedanken:

Az =Ab— A" Az = A"Ab — 2 =0 (11.43)
Das funktioniert nur falls A invertierbar ist, und das ist nicht immer der Fall!

Fiir die vierte gilt:
Falls man versucht, eine solche A zu schreiben, man findet

(11.44)

o O O =

Falls diese Matrix mit sich selbst multipliziert, man sieht leicht das es zur Identitdtsmatrix
fihrt.
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Beispiel 127. P, sei der Vektorraum der Polynome von Grad < 2. Welche der folgenden
Mengen ist eine Basis von Py?

O {(x+1)%22+1,(z—1)%}
O {(z+1)2 (z — 12 (z +2)?}
O {22 - 1,22 +z,2+ 1,z — 1}

O {(x+1)(x —1),2% + 1,22%}
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Loésung.
O {(z+1)% 2%+ 1,(x—1)%}
M {(z+1)% (z — 1)2, (z + 2)2}
O{x* -1, 22 +z,z+ 1,z —1}
O {(z+1)(x —1),2% + 1,22%}
Erklarung:

Da dim(P2) = 3 ist, ist die dritte Moglichkeit keine Basis. Fiir die erste Wahl, gibt es eine
nicht triviale Linearkombination (z + 1)®> + (z — 1)*> — 2(2* 4+ 1) = 0, weshalb es nicht um
eine Basis handelt. Fiir die vierte wahl gibt es ebenfalls eine nicht triviale Linearkombination
(x +1)(x — 1) + 22 + 1 — 222 = 0 daher ist auch dies keine Basis. Bei der zweite Wahl sieht
man sofort dass es die gesuchte Basis aufspannt.
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Beispiel 128. Welche der folgenden Aussagen ist wahr?
O 22 + x5 is eine quadratische Form.

(] 2xi25 ist eine positiv definite quadratische Form.

O 2x;25 wird durch die Hauptachsentransformation y; = \%(:Bl +13), Yo = \%(xl — Iy) Zur
rein quadratischen Form y? — 2.
. 1 1 . . .
O Sei A = 1 1) Dann ist q(z1,22) = (21, x2)TA(x1, x2) eine quadratische Form und

der durch ¢(z1,x2) = 1 definierte Kegelschnitt eine Ellipse.
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Loésung.
O 22 + x5 is eine quadratische Form.
(] 2x,25 ist eine positiv definite quadratische Form.

o 2x1x9 wird durch die Hauptachsentransformation y; = \/Li(xl +x9), y2 = —=(x1 — x2) zZur

S

>
rein quadratischen Form y? — y3.

O Sei A = (_11 _11> Dann ist q(z1,23) = (21, x2)TA(21, 23) eine quadratische Form und

der durch ¢(z1,25) = 1 definierte Kegelschnitt eine Ellipse.

Erklarung:

(a) ist falsch. 2?2 + x5 kann nicht als (zy, x9)TA(z1, z2) dargestellt werden und deswegen
kann nicht eine quadratische Form sein.

(b) ist falsch. Diese quadratische Form nimmt sowohl positive wie auch negative Werte
an.

(c) Eine kurze Rechnung zeigt dass die korrekte Antwort (c) ist.

(d) ist falsch. Eine kurze Rechnung zeigt dass der Kegelschnitt keine Ellipse ist, sondern
eine Hyperbel.
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Beispiel 129. Sei A eine lineare Abbildung und v ein Vektor. Ist v ein Eigenvektor zum
Eigenwert A, so ist —3v ein Eigenvektor zum Eigenwert

0 —3A.
0 3\
oA

[0 —3v ist kein Eigenvektor.
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Loésung.
O —3A.
O 3
9y
[0 —3v ist kein Eigenvektor.
Erklarung:
Es gilt
A(—=3v) = =3Av
= —3\v (11.45)
= \(—3v).
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Beispiel 130. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und F' : V' — V eine lineare Ab-
bildung. Seien A und B Darstellungsmatrizen von F. Welche der folgenden Aussagen stimmt
nicht in allgemein?

[0 A und B haben dasselbe charakteristische Polynom.
[0 A und B haben dasselbe Spektrum.
[0 A und B haben denselben Kern.

[0 A und B haben dieselbe Spur.
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Loésung.
[0 A und B haben dasselbe charakteristische Polynom.
[0 A und B haben dasselbe Spektrum.
¥ A und B haben denselben Kern.
[0 A und B haben dieselbe Spur.

Erklarung:

Zwei Darstellungsmatrizen von derselben linearen Abbildung sind immer dhnlich. wir wissen,
dass die erste, die zweite und die vierte Moglichkeit gelten fiir dhnliche Matrizen. Sei jetzt
V = R? mit der Standardbasis B = {e1, es} und F die Abbildung definiert durch e; — ¢; und
es — 0. Dann gilt

A=[Flg = ((1) 8) . (11.46)

Es gilt Ker(A) — Span{ ((D} und Ker(B) = Span{ ((1)) ).
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Beispiel 131. Fiir eine Matrix A existiere ein k € Z-, so dass A¥ = 0 gilt. Was lisst sich
daraus fiir A schliessen?

O Alle Eigenwerte von A sind 0.
O A hat 0 als Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit k.
O dim(Bild(A)) = 0.

[0 A ist diagonalisierbar.
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Loésung.
v Alle Eigenwerte von A sind 0.
0 A hat 0 als Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit k.
O dim(Bild(A)) = 0.
] A ist diagonalisierbar.

Erklarung:

Fiir eine n x n-Nullmatrix gilt die Aussage fiir £ = 1. Dennoch hat A den Eigenwert 0 mit
algebraischer Vielfachheit n. Das heisse (b) ist falsch, solange n > 1 ist. (c¢) ist falsch, denn fiir

die Matrix A = (8 (1)> gilt A2 = 0 aber dim(Bild(A)) = 1. Dieselbe A zeigt, dass (d) auch

falsch ist (die Matrix ist nicht diagonalisierbar). (a) ist richtig: sei A eine Matrix mit A* = 0
und v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \. Es gilt

A" = \"v (11.47)

fiir alle n > 0. Fiir n = k muss deshalb \* = 0 gelten. Es folgt \ = 0.
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12

Wabhr /Falsch Aufgaben:

12.1 Aufgaben

g

g

1. Sei A eine n x n-Matrix mit Eintrégen a;;, so dass a;; = 1 wenn 7 + j = n + 1 und
a;j = 0 sonst. Dann gilt A = A~1.

2. Es gibt Matrizen B € R**? und C' € R**, so dass das Produkt B - C € R¥* vollen
Rang hat.

3. Seien A, B € R"" und ¢,d € R" eine Losung von Ax = ¢ und y eine Losung von
By =d, so ist x + y eine Losung von (A + B)z = ¢+ d.

4. Ein Gleichungssystem Az = Ab fiir z (A und b gegeben) hat immer genau eine Losung
(x =10).

5. Multipliziert man eine m x n-Matrix mit einer n x p- Matrix mit der iiblichen For-
mel, so benétigt man - wenn man keine Vereinfachungen vornimmt - genau mnp viele
Multiplikationen und m(n — 1)p viele Additionen.

6. Fiir die folgende Matrix A gilt A = A~%:

(12.1)

oo o o~ O
SO OO O
_o O O o o
o= O O OO
SO o= OO o
SO oo~ OO

0 7. A- B =1 impliziert auch B - A = 1 fiir quadratische Matrizen A und B.

0 8. A- B = 0 impliziert auch B - A = 0 fiir quadratische Matrizen A und B.

O 9. Die Polynome {(z +1)?, (z —1)?, (z +2)*} im Vektorraum P, der Polynome vom Grad

O 0o o o o o

< 2 sind linear unabhéngig.

10. Die Polynome {(z + 1)?, (z — 1)2, (x + 2)?} erzeugen P.

11. Die Polynome {2 — 1,22 + 2,2 + 1,2 — 1} in P, sind linear unabhiingig.
12. Die Polynome {z? — 1,2? + x,x + 1,z — 1} erzeugen P;.

13. Die Polynome {(x + 1)* 2% + 1, (x — 1)*} in P, sind linear unabhéngig.
14. Die Polynome {(z + 1)? 2% + 1, (z — 1)} erzeugen P.

15. Drei Vektoren {vy, v9, v3} sind linear unabhéngig genau dann wenn sie paarweise linear
unabhéngig sind (also wenn die drei Pérchen {vy, v}, {va, v3}, {vs, v1}, linear unabhéngig
sind.

16. Es gilt det(AA) = Adet(A) fiir beliebige Matrizen A und reelle Zahlen A, denn die
Determinante ist eine lineare Abbildung.

17. Fiir die Matrizen A = (? g) und B = (160 8) gilt det(A + B) = det(A) + det(B).
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L] 18. Fiir jede positive ganze Zahl n besitzt jeder n-dimensionale Vektorraum Unterrdume
der Dimensionen 1,2,...,n.

O 19. Im Vektorraum P, der Polynome vom Grad < 2 mit dem Skalarprodukt (p,q) =
[, p(z)g(z)da sind die Vektoren {%xz, %x} orthogonale Einheitsvektoren.

00 20. Gegeben seien zwei linear unabhiingige Vektoren {vi, v} im R3. Dann sind auch die
Vektoren {vy, vs,v; X v3} linear unabhéngig.

[0 21. Gegeben seien zwei linear unabhiingige Vektoren {vi, v} im R3. Dann sind auch die
Vektoren {vy, va, vy + v2} linear unabhéngig.

O 22. Der Vektorraum C'(R) der stetigen Funktionen von R nach R ist unendlich dimensional
(da er alle Polynome enthélt).

[0 23. Alle stetige Funktionen f : R — R mit fjg f(t)dt = 0 bilden einen Untervektorraum
von C(R).

[ 24. Alle stetige Funktionen f : R — R mit f—ls f(t)dt = 1 bilden einen Untervektorraum
von C(R).

[0 25. Seien A;, Ay, As drei linear unabhéngige Matrizen im Vektorraum der n x n- Matrizen.
Dann gibt es einen Vektor v € R™, so dass Ajv + Asv + Azv # 0.

[J 26. Die Menge der n x n- Matrizen, so dass die Summe der Eintrdge der ersten Spalte
gleich der Summe der Eintrige der ersten Zeile ist, bildet keinen Untervektorraum des
Vektorraum der n x n- Matrizen.

O 27. Die Polynome p(x) = ax + b, q(x) = cx + d sind genau dann linear abhéngig, wenn
sie dieselben Nullstellen haben oder wenn mindestens eines das Nullpolynom ist.

0 28. Die Vektoren (a,a?,a®)T und (b, 5%, b%)7 sind genau dann linear abhiingig, wenn a = 0
oder b = 0 oder a = b.

O 29. Im Vektorraum der reellen Polynome enthélt der Unterraum span{l — z,2 — z?} den
1-dimensionalen Unterraum span{z?}.

O 30. Die Polynome {(x + 1), 7z 4+ 7, (z — 1) 3z — 3} in P, sind linear unabhingig.
O 31. Die Polynome {(z + 1)?, 7z + 7, (x — 1)?, 3z — 3} erzeugen P.

O 32. Die Polynome {(2z + 2)%,22% + 2,(x — 1)(z + 1)} im Vektorraum P, sind linear
unabhingig.

O 33. Die Polynome {(2x + 2)?,22% + 2, (z — 1)(z 4+ 1)} erzeugen Ps.

O 34.(0,1,2,3,...,100),(0,1,4,9,..., 1002), (0,1,8,27,..., 1003) sind drei linear unabhéngige
Vektoren im R101,

O 35. Die Projektion auf die x — y-Ebene im R3, also (z,v,2) — (z,¥,0), hat determinante
0, denn diese Abbildung ist sicher nicht invertierbar.

O 36. Es gilt det(AA) = A" det(A) fiir alle n x n- Matrizen.

O 37. Durch <<x1> : <y1>> = 21y ist ein Skalarprodukt auf R? definiert.

X2 Y2
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U

38. Durch (<§1> , <zl>) = 1Yy + T2y, ist ein Skalarprodukt auf R? definiert.
2 2

39. Der Vektorraum P, der Polynome vom Grad < 2 hat genau drei verschiedene Un-
terrdume der Dimension 2.

40. Die Polynome py(x) = 1+ (1 + 7x) + (1 — 492)2, po(x) = (1 + Tz) + (1 — 49z)?,
p3(z) = (1 — 49x)? sind linear abhiingig.

41. Tm R3 gibt es 4 Vektoren, so dass beliebige 3 davon (es gibt 4 solche Griippchen) linear
unabhéngig sind.

42. Zwei Einheitsvektoren v,w € R™ sind genau dann linear abhéngig, wenn entweder
v+w =0 oder v—w=0.

43. Seien p,q : R — R Polynome mit p(0) = 0 < ¢(0),p(1) > 0 = ¢(1). Dann sind p, q
linear unabhéngig.

44. Es gibt Matrizen B € R*? und C € R*** 5o dass das Produkt BC' € R*** vollen
Rang hat.

45. Sei P € R™™ eine quadratische Matrix. Gilt PP = P, so folgt Im(P) = F;, wobei
E, = {z € R*"|Px = z} ist und Im(P) das Bild von P bezeichnet.

46. Fiir jede quadratische Matrix P € R™*" gilt F; C Im(P), wobei £, = {z € R"|Pz =
x} und Im(P) das Bild von P bezeichnet.

[ 47. Einer Matrix die Summe ihrer Eintrige zuzuordnen, ist eine lineare Abbildung.

0 48. A — AT ist eine lineare Abbildung und die symmetrischen Matrizen bilden einen

Eigenraum davon.

49. Fiir jeden 2-dimensionalen Unterraum U von R?* gibt es eine Matrix A mit Im(A) =
U = Ker(A).

[0 50. Es gibt eine lineare Abbildung f : R® — R? mit Ker(f) = {0}.

00 51. Es gibt eine lineare Abbildung f : R — R? mit Ker(f) = {0}.

O 52. Die lineare Abbildung (z,y) — (x + y,y — z) von R? nach R? wird beziiglich der

Standardbasis, durch die Matrix G _11> dargestellt.
53. Sei
0123
A= ; § i ‘51 € RV (12.2)
3456

Es gilt dim(Ker(A)) = dim(Im(A)).

54. Hat die lineare Abbildung A : V' — W zweidimensionales Bild, so muss V' ein zweidi-
mensionaler Vektorraum sein.

55. Seien z,y zwei (Spalten)vektoren im R", dann hat die n x n-Matrix zy” hochstens
den Rang 1.
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O 56. Jeder Eigenvektor v einer Matrix P liegt im Bild, also v € Im(P).

[0 57. Fiir jeden 2-dimensionalen Unterraum U von R® gibt es eine Matrix A mit Im(A) =
U = Ker(A).

O 58. Fiir eine quadratische Matrix A gilt Rang(A™) > Rang(A™*!) fiir jedes n = 1,2,3, ...

O 59. Die Menge der 5 x 5-Matrizen A, welche dim(Im(A)) = dim(Ker(A)) erfiillen, bilden
einen Vektorraum.

O 60. Die Menge der 6 x 6-Matrizen A, welche dim(Im(A)) = dim(Ker(A)) erfiillen, bilden
einen Vektorraum.

O 61. Ist die Matrix A halbeinfach, so auch A3.

[J 62. Hat eine 3 x 3-Matrix nur einen Eigenwert \ mit geometrischer Vielfachheit 3, so kann
das nur die Matrix

(12.3)

o O >
O > O
> o O

sein.

00 63. Es gibt eine Matrix A mit charakteristischem Polynom P4()\) = A? — 5\, welche
invertierbar ist.

O 64. Sei v ein Eigenvektor zum Eigenwert 2 fiir die Matrizen A und B. Dann ist v auch
ein Eigenvektor zum Eigenwert 2 fiir die Matrix A + B.

0 65. Sei v ein Eigenvektor zum Eigenwert 2 fiir die Matrizen A und B. Dann ist v auch
ein Eigenvektor zum Eigenwert 2 fiir die Matrix A - B.

L] 66. Jede invertierbare Matrix ist diagonalisierbar.
0 67. Gilt PP = P, so kann die Matrix P nur die Eigenwerte 0 und 1 besitzen.

68. Ist v Eigenvektor zum Eigenwert —1 und w Eigenvektor zum Eigenwert 1 der Matrix
A, so ist v + w ein Eigenvektor zum Eigenwert 0 (v + w liegt also im Kern von A).

0 69. Sei A eine lineare Abbildung und v ein Vektor. Ist v ein Eigenvektor zum Eigenwert
A, so ist —v ein Eigenvektor zum Eigenwert —A.

[0 70. Es seien vy, v9 zwei Eigenvektoren der Matrix A. Dann ist auch v + v, ein Eigenvektor
von A.

[0 71. Hat die symmetrische 2 x 2-Matrix A zwei verschiedene Eigenwerte strikt grosser als

Null, so ist die Losungsmenge von (x, y) A (5) = 1 eine Ellipse in R2.

0 72. Die Summe zweier Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten ist nie ein Eigenvek-
tor.

[0 73. Die Matrizen A = (; 3) und B = (? _22> haben die selben Eigenwerte.
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12.2 Antworten

¥ 1. Sei A eine n x n-Matrix mit Eintrégen a;j, so dass a;; = 1 wenn ¢ + j = n + 1 und
a;j = 0 sonst. Dann gilt A = A~1.

O 2. Es gibt Matrizen B € R**?2 und C € R?**, so dass das Produkt B - C' € R*** vollen
Rang hat.

[0 3. Seien A, B € R™"™ und ¢,d € R" eine Losung von Az = ¢ und y eine Loésung von
By =d, so ist « + y eine Losung von (A + B)z = ¢+ d.

O 4. Ein Gleichungssystem Az = Ab fiir z (A und b gegeben) hat immer genau eine Losung
(x =10).

v 5. Multipliziert man eine m X n-Matrix mit einer n X p- Matrix mit der iiblichen For-
mel, so benétigt man - wenn man keine Vereinfachungen vornimmt - genau mnp viele
Multiplikationen und m(n — 1)p viele Additionen.

¥ 6. Fiir die folgende Matrix A gilt A= A1 :

(12.4)

[l elall ™)
(>l oNollS
_ o O O o o
O = O O OO
SO o= O OO
SO oo~ OO

7.4.B=1 impliziert auch B - A = 1 fiir quadratische Matrizen A und B.
0O 8. A- B =0 impliziert auch B - A = 0 fiir quadratische Matrizen A und B.

¥ 9. Die Polynome {(x+1)% (z—1)2 (x+2)*} im Vektorraum P der Polynome vom Grad
< 2 sind linear unabhéngig.

@ 10. Die Polynome {(z + 1)2, (z — 1), (z + 2)2} erzeugen P,.

0O 11. Die Polynome {z*> — 1,2* + z,2 + 1,7 — 1} in P, sind linear unabhingig.
¥ 12. Die Polynome {z? = 1,22 + x,2 + 1,2 — 1} erzeugen P,.

O 13. Die Polynome {(z + 1)?, 22 + 1, (x — 1)?} in P, sind linear unabhéngig.
O 14. Die Polynome {(z + 1)%,22 + 1, (z — 1)?} erzeugen P.

O 15. Drei Vektoren {vy, va, v3} sind linear unabhéngig genau dann wenn sie paarweise linear
unabhéngig sind (also wenn die drei Péarchen {vy, vo}, {v2, v3}, {vs, v1}, linear unabhéngig
sind.

O 16. Es gilt det(AA) = Adet(A) fiir beliebige Matrizen A und reelle Zahlen A, denn die

Determinante ist eine lineare Abbildung.

¥ 17. Fiir die Matrizen A = (? g) und B = <160 8) gilt det(A + B) = det(A) + det(B).

¥ 18. Fiir jede positive ganze Zahl n besitzt jeder n-dimensionale Vektorraum Unterrdume
der Dimensionen 1,2,...,n.
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¥ 19. Im Vektorraum P, der Polynome vom Grad < 2 mit dem Skalarprodukt (p,q) =
fjl p(x)q(z)dx sind die Vektoren {%xz, %x} orthogonale Einheitsvektoren.

¥ 20. Gegeben seien zwei linear unabhiingige Vektoren {v;,v5} im R3. Dann sind auch die
Vektoren {vy, va,v; X v2} linear unabhéngig.

[0 21. Gegeben seien zwei linear unabhiingige Vektoren {vi, v} im R3. Dann sind auch die
Vektoren {vy, va,v; + v2} linear unabhéngig.

¥ 22. Der Vektorraum C (R) der stetigen Funktionen von R nach R ist unendlich dimensional
(da er alle Polynome enthélt).

¥ 23. Alle stetige Funktionen f : R — R mit f_18 f(t)dt = 0 bilden einen Untervektorraum
von C'(R).

0 24. Alle stetige Funktionen f : R — R mit fjg f(t)dt = 1 bilden einen Untervektorraum
von C(R).

¥ 25. Seien Ay, A, Az drei linear unabhéngige Matrizen im Vektorraum der n x n- Matrizen.
Dann gibt es einen Vektor v € R", so dass Ajv + Asv 4+ Azv # 0.

[0 26. Die Menge der n x n- Matrizen, so dass die Summe der Eintrdge der ersten Spalte
gleich der Summe der Eintrdge der ersten Zeile ist, bildet keinen Untervektorraum des
Vektorraum der n x n- Matrizen.

¥ 27. Die Polynome p(z) = ax + b, q(x) = cz + d sind genau dann linear abhéngig, wenn
sie dieselben Nullstellen haben oder wenn mindestens eines das Nullpolynom ist.

¥ 28. Die Vektoren (a,a?, a®)T und (b,0?,*)T sind genau dann linear abhingig, wenn a = 0
oder b = 0 oder a = b.

0 29. Im Vektorraum der reellen Polynome enthélt der Unterraum span{l — z,2 — 22} den
l1-dimensionalen Unterraum span{z?}.

O 30. Die Polynome {(z + 1)?,7z + 7, (x — 1)?,3z — 3} in P, sind linear unabhéingig.
¥ 31. Die Polynome {(z + 1)%, 7z + 7, (z — 1), 3z — 3} erzeugen P,.

¥ 32. Die Polynome {2z + 2)%,22* + 2,(z — 1)(z + 1)} im Vektorraum P, sind linear
unabhéngig.

¥ 33. Die Polynome {(2z + 2)2,222 + 2, (z — 1)(z + 1)} erzeugen P;.

o 34.(0,1,2,3,...,100),(0,1,4,9,..., 1002), (0,1,8,27,..., 1003) sind drei linear unabhéngige
Vektoren im R0,

¥ 35. Die Projektion auf die x — y-Ebene im R3, also (z,y,2) — (z,y,0), hat determinante
0, denn diese Abbildung ist sicher nicht invertierbar.

¥ 36. Es gilt det(AA) = A" det(A) fiir alle n x n- Matrizen.

O 37. Durch <<§1> : <§1>> = 1z, ist ein Skalarprodukt auf R? definiert.
2 2
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O 38. Durch (<§1> , <zl>) = 1Yy + T2y, ist ein Skalarprodukt auf R? definiert.
2 2

0 39. Der Vektorraum P, der Polynome vom Grad < 2 hat genau drei verschiedene Un-
terrdume der Dimension 2.

O 40. Die Polynome py(x) = 1+ (1 + 7x) + (1 — 492)?, po(x) = (1 + Tz) + (1 — 49z)?,
p3(r) = (1 — 492x)? sind linear abhingig.

¥ 41. Im R? gibt es 4 Vektoren, so dass beliebige 3 davon (es gibt 4 solche Griippchen) linear
unabhéngig sind.

¥ 42. Zwei Einheitsvektoren v,w € R™ sind genau dann linear abhéngig, wenn entweder
v+w=0oder v —w =0.

¥ 43. Seien p,q : R = R Polynome mit p(0) = 0 < ¢(0),p(1) > 0 = ¢(1). Dann sind p, q
linear unabhéngig.

O 44. Es gibt Matrizen B € R¥?2 und C € R>* so dass das Produkt BC' € R** vollen
Rang hat.

¥ 45. Sei P € R™™ eine quadratische Matrix. Gilt PP = P, so folgt Im(P) = E;, wobei
E, = {x € R"|Pz =z} ist und Im(P) das Bild von P bezeichnet.

¥ 46. Fiir jede quadratische Matrix P € R gilt By C Im(P), wobei E; = {z € R"|Pz =
x} und Im(P) das Bild von P bezeichnet.

¥ 47. Einer Matrix die Summe ihrer Eintrage zuzuordnen, ist eine lineare Abbildung.

¥ 48. A — AT ist eine lineare Abbildung und die symmetrischen Matrizen bilden einen
Eigenraum davon.

¥ 49. Fiir jeden 2-dimensionalen Unterraum U von R? gibt es eine Matrix A mit Im(A) =
U = Ker(A).

0 50. Es gibt eine lineare Abbildung f : R® — R? mit Ker(f) = {0}.

¥ 51. Es gibt eine lineare Abbildung f : R — R? mit Ker(f) = {0}.

0 52. Die lineare Abbildung (x,y) — (z + y,y — x) von R? nach R? wird beziiglich der

Standardbasis, durch die Matrix (1 _11 dargestellt.
o 53. Sei
0123
A= ; g i g € R4, (12.5)
3 45 6

Es gilt dim(Ker(A4)) = dim(Im(A)).

(J 54. Hat die lineare Abbildung A : V' — W zweidimensionales Bild, so muss V' ein zweidi-
mensionaler Vektorraum sein.

¥ 55. Seien x,y zwei (Spalten)vektoren im R™, dann hat die n x n-Matrix xy? héchstens
den Rang 1.
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O 56. Jeder Eigenvektor v einer Matrix P liegt im Bild, also v € Im(P).

[0 57. Fiir jeden 2-dimensionalen Unterraum U von R® gibt es eine Matrix A mit Im(A) =
U = Ker(A).

¥ 58. Fiir eine quadratische Matrix A gilt Rang(A™) > Rang(A"*!) fiir jedes n =1,2,3,. ..

O 59. Die Menge der 5 x 5-Matrizen A, welche dim(Im(A)) = dim(Ker(A)) erfiillen, bilden
einen Vektorraum.

O 60. Die Menge der 6 x 6-Matrizen A, welche dim(Im(A)) = dim(Ker(A)) erfiillen, bilden
einen Vektorraum.

¥ 61. Ist die Matrix A halbeinfach, so auch A%

¥ 62. Hat eine 3 x 3-Matrix nur einen Eigenwert A mit geometrischer Vielfachheit 3, so kann
das nur die Matrix

(12.6)

o O >
o > O
> o O

sein.

0 63. Es gibt eine Matrix A mit charakteristischem Polynom P4(A\) = A\? — 5\, welche
invertierbar ist.

0 64. Sei v ein Eigenvektor zum Eigenwert 2 fiir die Matrizen A und B. Dann ist v auch
ein Eigenvektor zum Eigenwert 2 fiir die Matrix A + B.

0 65. Sei v ein Eigenvektor zum Eigenwert 2 fiir die Matrizen A und B. Dann ist v auch
ein Eigenvektor zum Eigenwert 2 fiir die Matrix A - B.

L] 66. Jede invertierbare Matrix ist diagonalisierbar.
¥ 67. Gilt PP = P, so kann die Matrix P nur die Eigenwerte 0 und 1 besitzen.

L] 68. Ist v Eigenvektor zum Eigenwert —1 und w Eigenvektor zum Eigenwert 1 der Matrix
A, so ist v + w ein Eigenvektor zum Eigenwert 0 (v + w liegt also im Kern von A).

[J 69. Sei A eine lineare Abbildung und v ein Vektor. Ist v ein Eigenvektor zum Eigenwert
A, so0 ist —v ein Eigenvektor zum Eigenwert —A.

[0 70. Es seien vy, v9 zwei Eigenvektoren der Matrix A. Dann ist auch v + v, ein Eigenvektor
von A.

¥ 71. Hat die symmetrische 2 x 2-Matrix A zwei verschiedene Eigenwerte strikt grosser als

Null, so ist die Lésungsmenge von (z,y) A (g) =1 eine Ellipse in R%.

¥ 72. Die Summe zweier Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten ist nie ein Eigenvek-
tor.

¥ 73. Die Matrizen A = (é g) und B = (i _22> haben die selben Eigenwerte.
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12.3 Erklarungen

1. Wahr. Falls man versucht, eine solche A zu schreiben, man findet

(12.7)

o O O =

Falls diese Matrix mit sich selbst multipliziert, man sieht leicht das es zur Identitdtsmatrix
fiihrt.

2. Falsch. Definiert man die zwei solche allgemeine Matrizen und man sieht leicht dass mit
zwei Operationen auf das Produkt man nullenSSpalten erzeugen kann, also Rang(BC') #
4. Ausserdem gilt im Allgemein

Rang(A - B) < min(Rang(A), Rang(B)) (12.8)
und in unserem Fall ist min(Rang(B), Rang(C)) hochstens 2.

3. Falsch. Setzt man = + y als mdogliche 2z Losung, findet man

(A+B)-(x+y)=Arx+Ay+ Brx+By=c+d+ Ay+ Bx #c+d (12.9)

4. Falsch. Viele Arten von Widerspruch sind hier moglich. Z.B. falls A die Nullmatrix ist,
kann man unendlich viele Losungen haben. Achtung zum folgenden Gedanken:

Az =Ab— A Az = A"Ab — 2 =b (12.10)
Das funktioniert nur falls A invertierbar ist, und das ist nicht immer der Fall!

5. Wahr. Pro Eintrag gibt es n Multiplikationen (Anzahl Spalten) und n — 1 Additionen.
Da Endresultat des Produktes eine m x p Matrix ist, hat man m - n Eintrdge und somit
p - m - n Multiplikationen und p - m - (n — 1) Additionen.

6. Wahr. Matrixmultiplikation liefert die Identitédtsmatrix.
7. Wahr. Falls A- B =1 ist B die Inverse von A und Umgekehrt.

8. Falsch. Einfach ein Widerspruch zu finden. Seien z.B.

A— (3 8) B— (g 8) (12.11)

Falls man die Berechnungen macht, findet

A-B= (8 8) (12.12)

aber

B-A= (i’ 8) (12.13)
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9. Wahr. Falls man die drei Polynome brechnet und lineare Abhéngigkeit untersucht, man
bekommt das LGS
1 2 1
1 =2 1])x=0 (12.14)
1 4 4
Die Matrix hat vollen Rang und deshalb sind sie linear unabhéngig.
10. Wahr. Ich kann leicht mit einer lineare Kombination diesen drei Polynome die drei Ba-
senelemente 1, z, 2% erzeugen, also Ps.
11. Falsch. Wie in 1. bekommt man das LGS
1 0 -1
11 0
01 1 cx =0 (12.15)
01 —1
Die Matrix hat in diesem Fall keinen vollen Rang. Es folgt sie sind linear abhéangig.
12. Wahr. Ich kann leicht mit einer lineare Kombination diesen drei Polynome die drei Ba-
senelemente 1, z, 22 erzeugen, also P».
13. Falsch. Wie in 1. bekommt man das LGS
1 2 1
1 0 1]-2=0 (12.16)
1 -2 1
Die Matrix hat in diesem Fall keinen vollen Rang. Es folgt sie sind linear abhingig.
14. Falsch. Es ist nicht moglich das Polynom 1 zu erzeugen. Das kann einfach gesehen werden,
mit
1 2 1 0
1 0 1)-z=1{0 (12.17)
1 -2 1 1
Dieses LGS hat keine Losung.
15. Falsch. Es ist einfach ein Widerspruch zu finden. Seien
1 0 )
v = (0) , Uy = (1) , U3 = (1) (1218)
Man sieht hier dass v; und v, linear unabhéngig sind und vs und v auch. Es gilt aber nicht
dass die drei linear unabhéngig sind (offensichtlich sind vy, vy und v3 linear abhéngig).
Es gilt im Allgemein, dass falls man mehr als n Vektoren gegeben ist fiir ein n dimensio-
nalen Vektorraum, dann sind sie sicher linear abhéngig!
16. Falsch. Wir haben gesehen dass
det(ANA) = \" - det(A), A e RV (12.19)
17. Wahr. Es gilt
det(A) =7, det(B) =0, det(A+ B) =7 = det(A) + det(B) (12.20)
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18.
19.

20.

21.

22.
23.

24.

25.
26.

27.

28.
29.
30.

Wahr. Folgt aus Definition von Vektorriime und Untervektorrdume.

Wabhr. Durch einsetzen der Vektoren in das Skalarprodukt, man erhalt

\/_

-1

idr =0 (12.21)
Wahr. Crossproduktérzeugt ein Vektor senkrecht zu den anderen zwei. Diese sind linear
unabhéngig.

Falsch. Total im Widerspruch mit der Definition von lineare Unabhéngigkeit: v, 4 v9 ist
eine lineare Kombination von v; und v, es kann also nicht linear unabhéngig von v; und
V9 sein.

Wahr. Die Erkldarung ist richtig, die Dimension kann unendlich sein.

Wahr. Die zwei Bedingungen fiir ein Unterraum sind erfiillt. Es folgt aus Linearitét des

Integrals
/f t)dt =0, / dt—0—>/ )dt =0 (12.22)

und es gilt weiter
1
o - / f(t)dt =0 (12.23)
-8

Falsch. Die zwei Bedingungen fiir ein Unterraum sind nicht erfiillt. Es folgt aus Linearitat
des Integrals

/f dt_l/ dt_1—>/ t))dt =2 # 1 (12.24)

Also liegt f(t) + ¢(t) nicht mehr in C.
Wahr. Ja, Bedingung fiir linear unabhéngige Matrizen mit alle Konstanten = v.

Falsch. Man kann wie oben zeigen, dass diese Menge die Bedingungen fiir ein Unterraum
erfiillt.

Wahr. Man kann die Bedingung fiir lineare Abhéngigkeit als
a-(ax+b)+p-(cx+d) — a-(ax+b)=—F-(cx+d) (12.25)

Das ist wahr falls die zwei dieselbe Nullstellen haben oder eine der zwei das Nullpolynom
ist (in diesem Fall man kann die Konstante 0 wéhlen und man hat eine gute lineare
Kombination gefunden).

Wahr. Es gibt keine weitere Moglichkeiten um sie linear abhéngig zu machen.
Falsch. span(x?) kann nicht konstante Polynome (also 1) erzeugen.

Falsch. Wie in 1. bekommt man das LGS

1 2 1
0o 7 7
I R (12.26)
0 3 -3

Die Matrix hat in diesem Fall keinen vollen Rang. Es folgt sie sind linear abhéngig.
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31.

32.

33.

34.

35.

36.
37.

38.

39.

40.

41.

42.
43.

44.
45.

46.

Wahr. Man kann jedes Element 1, x, 2% durch lineare Kombination dieser Polynome er-
zeugen.

Wahr. Wie in 1. bekommt man das LGS

48 4
20 2 |-2=0 (12.27)
10 —1

Die Matrix hat in diesem Fall vollen Rang. Es folgt sie sind linear unabhéngig.

Wahr. Man kann jedes Element 1, x, 2% durch lineare Kombination dieser Polynome er-
zeugen.

Wahr. Analog zur andere Aufgaben sicht man dass die drei Vektoren linear unabhéngig
sind.

Wahr. Man kann intuitiv diese Projektion schreiben, als

P = (12.28)

O O =
O = O
o O O

Diese hat Determinante gleich Null und ist deshalb nicht invertierbar.
Wahr. Das folgt aus Definition.

Falsch. Es ist ziemlich klar, dass dieses Produkt nicht symmetrisch ist.

Falsch. Das Skalarprodukt von (il) mit sich selbst ergibt 2 - x;29, was nicht unbedingt
2
positiv ist.

Falsch. Man kann nicht ganz bestimmt schliessen, wie viele Unterrdume ein Vektorraum
besitzt. Ich kann zum Beispiel vier Unterrdume definieren: konstante Polynome, 1.0rd-
nung Polynome, 2.0rdnung Polynome, Polynome mit nur 2.Grad vorkommende Elemente.

Falsch. Es gibt keine lineare Kombination die funktioniert (man kann dass durch Koef-
fizientenvergleich oder mit anderen Methoden beweisen).

Wahr.R ist durch die Standardbasis definiert. Diese Basis hat 3 Vektoren. Falls man 4
Vektoren hat es gibt 4 Griippchen von 3 linear unabhéngige Vektoren.

Wahr. Diese sind die einzige Moglichkeiten fiir die das gilt.

Wahr. Falls zwei Polynome linear abhéngig sind, miissen sie linear abhéngig fiir alle x
sein. Das ist aber nicht der Fall fiir x = 0 und « = 1 (die beide Konstanten kénnen nicht
gleichzeitig gleich 0 sein).

Falsch. Schon gesehen.

Wahr. Ja. Das kann wie die Einheitsmatrix gesehen. In der Vorlesung wurde gesagt dass
das bei einer quadratischen Nullmatrix nicht funktionieren wiirde. Falls man aber eine
Nullmatrix hat, ist dann Bild von F; leer weil P - x wiirde nur den Nullvektor erzeugen
und das funktioniert (Ker hat dann Dimension n).

Wabhr. Falls Pz = x d.h. x wurde von Produkt Px erzeugt, d.h. es ist in Bild(A)
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47.

48.

49.

50.
51.

52.

53.

o4.
95.

56.

Wahr. Die Summe der Eintrdge einer Matrix addiert zur Summe der Eintrdge einer
anderen Matrix ist genau gleich die Summe der Eintrage der Summe der zwei Matrizen.
Falls eine Konstante multipliziert jeden Eintrag, die Summe wird dann mit dieser Kostante
multipliziert. Die zwei Bedingungen fiir eine lineare Abbildung sind also erfiillt.

Wahr. Die Transposition ist nach Definition linear mit der Addition und der Multipli-
kation mit einem Skalar. Symmetrische Matrizen bilden ein Eigenraum mit Eigenwert
1.

Wahr. Da die Aussage besagt, dass Ker(A) = Im(A), es folgt dass dim(Im(A)) =
dim(Ker(A)) = 2 und das ist im Allgemein immer mdoglich.

Falsch. dim(Im(A)) kann hochstens 2 sein, aber dim(Ker(A)) + dim(Im(A) = 3.
Wahr. Das geht.

Falsch. Nein, die richtige Matrix sollte

(_‘H 1) (12.29)

sein.

Wahr. Falls man die Matrix umformt man erhilt die Zeilenstufenform

2 4

(12.30)

o O O
S O N W

1 3
0 0
0 0
Man sieht also dass dim(Ker(A)) = dim(Im(A)) = 2.

Falsch. Das Bild definiert was in W steht und nicht was in V' steht.

Wahr. Alle Zeilen einer solche Matrix sind nur von ein konstanten Koeffizient verschieden
und also linear abhéngig. Nehmen wir als einfaches Beispiel n = 3. Es gilt fiir

a

z=|b|,y" =(d e f) (12.31)
c
das Produkt ergibt
ad ae af
-yl = [bd be bf (12.32)
cd ce cf

Es folgt dass hochstens Rang(A) = 1.

Falsch. Eigenvektoren werden durch die Gleichung
Av = v (12.33)

bestimmt. Falls aber v Eigenvektor zur Eigenwert 0 ist, liegt es im Ker(A) da Av = 0.
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o7.

o8.

99.
60.

61.
62.

63.

64.

65.

66.

Falsch. Hier ist noch einfacher das zu sagen: man weisst dass
dim(Ker(A)) + dim(Im(A4)) =n =3 (12.34)
sein muss, aber falls Ker(A) = Im(A) folgt dass
dim(Ker(A)) = dim(Im(A4)) = = (12.35)
Das ist nicht moglich da die Dimension eine positive und natiirliche Zahl sein muss.
Wahr. Eine andere wichtige Eigenschaft von Rang ist
Rang(A - B) < min(Rang(A), Rang(B)) (12.36)
In unserem Fall kann man das als
Rang(A™") = Rang(A - A™) < min(Rang(A), Rang(A™)) (12.37)
schreiben. Also in allen Féllen ist es kleiner oder gleich Rang(A™).
Falsch. Es existiert keine solche Menge da n ungerade ist und dim # g

Falsch. Die Addition zwei solche Matrizen hat nicht immer dim(Im(A)) = dim(Ker(A))
und also ist nicht immer wieder in V.

Wahr. Es folgt aus Definition 51 im Skript.

Wahr. Ein Eigenwert fiir eine 3 x 3-Matrix heisst algebraische Vielfachheit 3. Da auch die
geometrische Vielfachheit 3 ist, ist die Matrix diagonalisierbar. Um ein Eigenraum von
Dimension 3 zu haben muss die ganze Diagonale verschwinden und 3 Nullzeilen erzeugen.
Das ist der Fall bei der gegebene Matrix.

Falsch. Eine Matrix ist nicht invertierbar falls det(A) = 0 und wir haben gelernt dass
det(A) = A - ...+ \,, was in unserem Fall det(A) = 0 ergibt.

Falsch. Es gilt Av = 2v und Bv = 2v, aber
(A+ B)v = Av + Bv = 4o (12.38)
Also v Eigenvektor zum Eigenwert 4 von A + B.
Falsch. Es gilt Av = 2v und Bv = 2v, aber
(ABjv=A-2v=2-Av=4v (12.39)
Also v Eigenvektor zum Eigenwert 4 von AB.

Falsch. Man kann viele Gegenbeispiele finden, ein davon ist

100
A=[11 0 (12.40)
01 1

Es gilt det(A) = 1 also die Matrix ist invertierbar. Falls man die Eigenwerte berechnet,
man erhélt Eigenwert \; = 1 mit algebraische Vielfachheit 3. Um Diagonalisierbarkeit zu
haben, muss jetzt das Eigenraum dreidimensional sein: das LGS lautet

0 00
A=11 0 0=z
010

0 (12.41)

Man sieht leicht dass die geometrische Vielfachheit nicht 3 ist und also dass die Matrix
nicht diagonalisierbar ist.
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67.

68.

69.

70.

71.
72.

73.

Wahr. Wir haben gelernt dass falls A Eigenwert von P ist, A? ist dann Eigenwert von
P? = PP. Das heisst dass die einzige Moglichkeiten so dass A = A\? gilt, sind A = 0 oder
A=1

Falsch. Es gilt Av = —v und Aw = w. Also

Av+w)=Av+Aw=w—v #0 (12.42)

Falsch. Es gilt Av = Av aber A(—v) = —Av = —A\v = A(—v). Also ist —v Eigenvektor
zum Eigenwert .

Falsch. Es gilt Av; = Ajv; und Avy = Agvy aber
A(Ul + ’Ug) = AUl + AUQ == )\11)1 + /\2’02 (1243)
Wahr. Positiv definit. Den Rest folgt aus Theorie iiber Hauptachsentransformationen.

Wahr. Wie oben.

Wahr. Eine kurze Berechnung ergibt dieselbe Eigenwerte.
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